ELEMENTOS DE ANALISIS DE
FUNCIONES
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Espacios de Funciones

m Las funciones se agrupan  en espacios vectoriales de acuerdo a sus
propiedades de “suavidad” o de tasa de desvanecimiento (caida). En todos
los casos, normas y métricas se definen para estos espacios.

m Tipicamente, para medir la suavidad de una funcion se usa el nimero de
derivadas continuas que posee en un intervalo. Por ejemplo, CH[0,1])
representa el espacio vectorial de funciones, definidas en el intervalo [0,1],
con k derivadas continuas, y C*([0,1]) representa el espacio vectorial de
funciones, definidas en el intervalo [0,1], con un numero infinito de
derivadas continuas.

m En cuanto a la tasa de desvanecimiento se compara la funcién con el
comportamiento de otra funcion relativamente simple, tal como |x| a cierta
potencia. Una funcién f(x) decae de forma similar a |x|® si existen las
constantes g y p tal que para una x con |x|<p se tiene la estimacién:
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Funciones Integrables

Funciones Absolutamente Integrables

m Sea una funcion f ()?) definida en el espacio Euclideano R”. La
funcion es integrable absolutamente si

J |7 (®)dx <ee.
s El conjunto de estas funciones es un espacio vectorial denotado
por L'(R").

Funciones Integrables Cuadradamente

s Sea una funcién [ ()7 ) definida en el espacio Euclideano R”. La
funcion es integrable cuadradamente si

1
= 2 2
( L If )2 dx)? < oo.
s El conjunto de estas funciones es un espacio vectorial denotado

por LA(R).
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Teoria de Funciones Generalizadas
(Distribuciones)

m Definicion: Una funciéon generalizada (distribucion) 7' es un
mapeo lineal de un espacio de funciones prueba al conjunto de
numeros reales o complejos. Por el momento escribimos Tf para
describir el valor de T operando sobre una funcion f.

s Hs importante notar que la funcion generalizada opera sobre
toda la funcién y no sobre la funcion evaluada en un solo punto.

m En la teoria de funciones generalizadas, una funciéon f(x) se
puede describir como una tabla de numeros. Los nimeros se
producen por la relacion:

I,f =Fl[g]= j:f(x)¢(x)dx (2.1)
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Teoria de Funciones Generalizadas
(Distribuciones)

m Sila integral anterior esta definida para toda funcion f(x)eS(IRD)
(i.e., funciones que son infinitamente diferenciables y que decaen
rapidamente - que pertenecen al espacio de Schwartz), entonces
T,f esta definida.

m [a funcion ¢@(x) proviene de un espacio de funciones llamado el
espacio de funciones prueba. La ecuacion anterior representa un
mapeo, para una funciéon fija f(x), del espacio de funciones
prueba al conjunto de numeros reales o complejos. A tal mapeo,
se le conoce como funcional.

m La funcién f(x) puede ser descrita por una tabla de sus valores
funcionales sobre un espacio de funciones prueba. Para ello es
indispensable especificar dicho espacio.
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Teoria de Funciones Generalizadas
(Distribuciones)

m Sila funciéon @(x) también pertence al espacio S(R"), entonces
Tf esta definido y forma un espacio de funciones generalizadas
S’(R™). Las funciones generalizadas son funcionales lineales
continuos en el espacio S(RM), el espacio de funciones

generalizadas en S(R") se denota por §”(IRD).

m Para una funcion f(x) el funcional T es lineal:

T(a¢1+ﬁ¢2)f=aT¢1f+/3T¢2f
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Funciones Especiales

Paul Adrien Maurice Dirac
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[.a Funcion Delta de Dirac

m Cuando la funcion ¢(X) es integrable cuadradamente y de

incremento lento, entonces la funcion ¢(X) es una funcidon
generalizada y la notacién del lado izquierdo de la integral (2.1)
puede ser remplazada por su notacién en la derecha. Dicha
notacion se puede extender a otras funciones generalizadas, que
resultan en formulas tales como:

Jo(s) ()= (0

donde O (x ) se conoce como la Delta de Dirac, y es una
funcién normalizada:
[5(¥)de -1

Rl’l
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Propiedades de la Funcion Delta de
Dirac

m Traslacion: Para cualquier funciéon f definida
sobre IR” v un vector yER" f; denota la

funcion sobre IR” definida por
fy (3_6) = f(f — )7). Entonces, para la funcién
ASINY '(]R”) y un vector cualquiera y € R,
¢, denota la funcién que esta definida por
. f =01 para cualquier f'definida en IR":
0,0 =] 0, (%)/ (%)dv = Jo(x-3) 1 (x)dv = [ o(z) (Z 4 )z =01,
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Propiedades de la Funcion Delta de
Dirac

m Valor: 55| 370

o, s1ix=0.

m Simetria: §(X-X,)=05(X,—x)

o, SEIEE
m Producto: §(x—x)6(x—x,) = N
indefinida, six =X,

N

m Argumento Lineal: ¢ ( ’?_T’TO ) = \T ‘ ) (37 — ?70)
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Extension de Multiplicacion Puntual de
Funciones

m El concepto de multiplicaciéon puntual de dos
funciones se puede extender a la multiplicacion
de una funcion fE€S (R”) por una funcion
generalizada TES '(R”), que se define como la
distribuciéon fxT:

(fxT)g=T(f*g)

m Para cualquier funcion g€S (R”) y para una

funcién @ sobre R”) se tiene que
(fXT¢)g=T¢(fxg)=T¢xfg
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Funcion Shah Regular
(Tren de Impulsos)

m Para T = 5_ se tiene que:
(£x8,)g=0,(fxg)=1(7)e(7)=(/(7)o,)e
m Si definimos G como un conjunto de puntos en
R” podemos definir la funcién generalizada

/=, f(7)

o en otras palabras:

— E 5,
yEG
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Analisis de Fourier

Analisis de Fourier

Jean Baptiste Joseph Fourier
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Funciones Base en 2

m Dos funciones f, g€EL’[a,b] son ortogonales si
b

ffg=0-

s Un conjunto {¢;} de fuhciones en L’[a,b] son

b
ortogonales si f ¢, =0, para i#].

m El conjunto es ortonormal st cada funcion tiene norma
igual a 1 <H¢zH2 =1).

m Por ejemplo las funciones {sin(nx)} y {%} son

ortonormales en (-7,7).
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La Funcion Exponencial Compleja

m La pleza central de la transformada de Fourier es la funcidon
exponenc1al comple]a Esta funcion se define como la solucion
de la ecuacion diferencial e’

m ] Teorema de De Moivre expresa el exponencial complejo en
términos de funciones trigonométricas:
e™ = cos (x) +isen (x)
m Algunas de las propiedades de la funcion exponencial son:

12
ix

e

=cos” (x)+sen” (x) =1

i(x+y)

o © =e" +e”

. \—1 : A\ F .
ix __-ix -
. (e ) —e ; (ezx) —e ix

s La funcidn exponencial esta hgada inttimamente a coordenadas

olares: / = e
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[La Transformada de Fourier

m  Una caracteristica muy importante de la transformada de Fourier es que su teoria
es independiente de la dimension.

m  Definicion: La transformada de Fourier de una funcion absolutamente integrable

/, definida en R”, es la funcion ]? definida en R” por la siguiente integral:

AN —

7(&)-F (@) -(2a)* [ () am

s Una propiedad basica de la transformada de Fourier es que la funcion f ()7)

puede ser “reconstruida” a partir de la funcién f (E )

m Teorema (Formula de Inversion de Fourier):

Supdngase que la funcién f ( x) es absolutamente integrable de forma tal que la

funcion f ( g ) es también absolutamente integrable, entonces

e )

1(®)=F {7 (E)}=(a)" [7(E)e &

—00
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Mas Sobre la Transtormada de Fourier

m Existen varias definiciones en la literatura sobre la transformada de
Fourier, en particular en areas de Ingenieria se usa la siguiente notacion:

7(8)- [ 1(7)e™ as

solo es cuestion de hacer un camblo de variable.

m La simetria que el par de transformadas de Fourier exhiben esta detras de
muchas de sus propiedades.

m Vale la pena notar que el hecho de que f €L!(R") no implica que

f eL(R"). Una condiciéon mas usual es que f €L?>(R"). Como consecuencia,

si feL?(R"), entonces también ]?ELz(R”).
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[L.a Formula de Plancherel

m Teorema (Formula de Plancherel): Si ¢ ()?) es absolutamente
y cuadradamente integrable, entonces f(g_ ) también es
cuadradamente integrable:

JIr @) e -— 17 (E) o

(2]’

m [a formula en el Teorema anterior usualmente se interpreta

como que la energfa total de f es igual a la de f
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[.a Relacion de Perseval

m Si feL?(R"), entonces también ]?ELz(R”’) y la relacién de Perseval es:

[7gdi= [ fads
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Propiedades Basicas de la
Transformada de Fourier

m Operador Lineal:  f+go=f+g, (/x? —af,a€C
m Ambos espacios son espacios de Hilbert. Ambos
productos punto estan relacionados: < f, g> < f, g>

m Escalamiento en el Dominio: j’{f(w?)} = lnf(i)

7 r

m Traslacion en el Dominio:

AN —

Sify ()?) = f()?+ )7), paray € R", entoncesfy (E_) = €i<§’y>f(§)

m Derivacion, k =(ky,..., k,), para enteros k;20:
(D 7)(E)=1"E" 7(8).(x" 1) =i"D"
donde p*-= (ail)kl ,...,(ixl)k" X=X X,

Edgar Garduno Angeles C. Computacion,





