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Rejilla Cuadrada
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Para una función 𝑓 ∈ 𝐿& con ancho de
banda limitado ( $𝑓 𝜉 = 0 si 𝜉 > Ω),
se puede considerar que tiene un
espectro radialmente simétrico:
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Rejilla Hexagonal
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Otras Rejillas Cúbicas en 3D
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Otras Rejillas Cúbicas en 3D
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Tren de Impulsos bcc y fcc

■ El tren de impulsos que hemos visto está colocado sobre la rejilla
𝐺∆ (cúbica simple). Claramente, podemos cambiar el arreglo de
las posiciones de los impulsos, por ejemplo usando la rejilla 𝐵∆
(bcc). Para analizar que ocurre con el tren de impulsos sobre la
rejilla 𝐵∆ introduciremos los vectores 𝑏 = ∆, ∆, ∆ , 𝑑) =
∆, ∆, 0 , 𝑑& = 0, ∆, ∆ y 𝑑* = ∆, 0, ∆ . Recordando que las

definiciones de las rejillas cúbica simple, bcc y fcc son las
siguientes ,

y , respectivamente.
Podemos ver que las rejillas bcc y fcc se pueden representar
como

   
GΔ = Δk | k ∈ !3{ }    

BΔ = Δk | k ∈ !3  and  k1 ≡ k2 ≡ k3 mod 2( ){ }

   
FΔ = Δk | k ∈ !3  and  k1+ k2 + k3 ≡ 0 mod 2( ){ }
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Tren de Impulsos bcc y fcc

Ш+! =
∆shah,

Ш,! =
"∆shah+ "∆shah# y

Ш-! =
&∆shah+ &∆shah." +

&∆shah.# +
&∆shah.$ .

∆ ∆
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Tren de Impulsos bcc y fcc

■ Como ya vimos, para 𝑛 = 3 se tiene que

8∆shah = #%
∆

*#%∆ shah⟺ $Ш+∆ =
#%
∆

/
Ш+#%

∆

.

■ Entonces, a partir de la notación para traslado tenemos que

∆shah = 𝑆0× #%
∆

* #%
∆ shah.

■ Por lo que la transformada de Fourier de un tren de impulsos 
sobre la rejilla bcc se puede obtener como

8Ш,∆ =
8&∆shah + 8&∆shah1.
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Tren de Impulsos bcc y fcc
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Tren de Impulsos bcc y fcc

donde 𝑦2 es de la forma 33%∆ , lo que resulta en ∆(
)

𝑦) + 𝑦& +
𝑦* = 𝜋 𝑦) + 𝑦& + 𝑦* y sin 𝑦) + 𝑦& + 𝑦* = 0. De manera 
similar,

1 + cos ∆𝑦) + ∆𝑦& + ∆𝑦* = E0, 𝑘) + 𝑘& + 𝑘* es impar
2, 𝑘) + 𝑘& + 𝑘* es par

lo cual es la definición de la rejilla fcc, por lo que
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$
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4
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Tren de Impulsos bcc y fcc

De manera similar, la Transformada de Fourier de un tren de 
impulsos sobre una rejilla fcc es

!Ш#∆ = 2 '
∆

(
Ш"'

∆
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Vectores de Entramado (lattice)
Rejilla Cuadrada
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Vectores de Entramado (lattice)
Rejilla Cúbica Simple

F

F Ш)#𝑓 = &4
∆

/
Ш+&4

∆
∗ $𝑓

∆
0
1
0
= 𝑒"

𝑒! = ∆
1
0
0𝑒) = ∆

0
0
1

"$
∆

0
1
0
= �⃗�"

�⃗�! = "$
∆

1
0
0�⃗�) = "$

∆

0
0
1

∆ "$
∆



Edgar Garduño Ángeles C. Computación, I.I.M.A.S.

Vectores de Entramado (lattice)
Rejilla bcc
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Vectores de Entramado (lattice)
Rejilla fcc
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Rejilla Hexagonal
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¿Cuantas Muestras son Necesarias?
(¿Cual es la distancia de muestreo?)

Claude E. ShannonHarry Nyquist



Edgar Garduño Ángeles C. Computación, I.I.M.A.S.

Teoremas de Shannon y Nyquist

■ Definición: Una función f cuya transformada de Fourier es cero para
se llama de banda limitada por W.

■ Teorema (Shannon): Si una función f (x) no contiene frecuencias 
mayores a W, entonces f está determinada completamente al muestrear 
en puntos espaciados p/W.

■ Teorema (Nyquist): Si f es una función que tiende a 0 lo 
suficientemente rápido al infinito y

entonces f puede ser reconstruida a partir de las muestras 

■ La condición de Nyquist implica que              o la Tasa de Nyquist:
.

   
⌢
f ξ( ) = 0 para ξ >Ω

x >W

   
f πk

Ω( ) | k ∈ Z{ }
p
WD £

x p
WD ³
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La Formula Shannon-Whittaker

■ La prueba del Teorema de Nyquist arroja la 
siguiente formula de interpolación:

■ Sk son funciones de expansión apropiadas (series 
de muestreo).

  
f x( ) = f kπ

Ω( )sinc Ω x − kπ( )( )
k=−∞

∞

∑

 
f x( ) = f xk( )g x − xk( )

k=−∞

∞

∑ = f xk( )Sk x( )
k=−∞

∞

∑
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Ejemplo en 1D

■ Si f es una función de banda limitada a [- W, W], o en 
otras palabras

con , entonces la función puede ser
reconstruida a partir de sus muestras en los puntos

, , por medio de la formula

con la serie absolutamente y uniformemente
convergente en conjuntos compactos.

   
f x( ) = 1

2π

⌢
f ξ( )eixξ dξ

−Ω

Ω

∫

( ) ( )2 ,f Lx Î -W W
!

k
kx p

W=
   
k = 0,1,2,…

  
f x( ) = f xk( ) sin Ω x−xk( )( )

Ω x−xk( )
k=−∞

∞

∑
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Teorema de Muestreo en n
Dimensiones

■ Supongamos que tenemos una función f definida en el
espacio n-dimensional cuya transformada de Fourier es

!𝑓 𝜉 = ℱ 𝑓 𝑥 = 2𝜋 )!" ∫)*
* 𝑓 𝑥 𝑒)+ ,,. 𝑑𝑥.

■ Además, conideramos que !𝑓 𝜉 = 0 para 𝜉 > Ω
(con ancho de banda limitada), aunque el espectro
puede ser asimetrico o desconectado.

■ Deseamos expresar la función f por medio de una serie
de muestreo determinada por puntos de muestreo
periodicos.
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Teorema de Muestreo en n
Dimensiones

■ Recordemos que los puntos en el espacio n-
dimensional (ℤ/ o ℝ/ ) se pueden representar por
medio de una combinación lineal de vectores base 𝑒0
que se pueden expresar como una matriz E.

■ Una función de reconstrucción 𝑔 𝑥 es tal que 𝑓 𝑥 se
puede expresar por medio de

𝑓 𝑥 = 1
1∈ℤ!

𝑓 ∆𝐄𝑘 𝑔 𝑥 − ∆𝐄𝑘

= 1
1∈ℤ!

6
4

𝑓 𝑦 𝑔 𝑥 − 𝑦 𝛿 𝑦 − ∆𝐄𝑘 𝑑𝑦
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Teorema de Muestreo en n
Dimensiones

𝑓 𝑥 = $
8∈ℤ*

𝑓 ∆𝐄𝑘 𝑔 𝑥 − ∆𝐄𝑘

= $
8∈ℤ*

*
;

𝑓 𝑦 𝑔 𝑥 − 𝑦 𝛿 𝑦 − ∆𝐄𝑘 𝑑𝑦

= *
;

𝑓 𝑦 𝑔 𝑥 − 𝑦 $
8∈ℤ*

𝛿 𝑦 − ∆𝐄𝑘 𝑑𝑦

■ Obteniendo la Transformada de Fourier en ambos lados 
tenemos
.𝑓 𝜉 =

<= >

det 𝐄 $
8∈ℤ*

.𝑓 𝜉 − ∆>𝐄𝑘$
8∈ℤ*

.𝑓 𝜉 − ∆>𝐄𝑘 Repetición del 
Espectro


