Rejilla Cuadrada

Para una funcién f € L, con ancho de
banda limitado (f(?) =0 si ”E” > ()),

se puede considerar que tiene un

\ espectro radialmente simétrico:
. N >
1
ol
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Rejilla Hexagonal




Otras Rejillas Cubicas en 3D

]’c‘

=]-HBA*

~
S
]
=)
o’/
e m !
. .?lm Ay ST N WNEEl
\ Iv . . N A
e )

N |
.EK !-AJLIHJII,_I “

I q - \
W”‘"Llﬂ_ﬁ‘ i

,.rLr !nﬁr_ YOS (g %
v WA \EEN N -lh- [
B TNE SO \\

ll‘“ =

C. Computacion, LI.M.A.S.

Edgar Gardufio Angeles



Otras Rejillas Cubicas en 3D
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Tren de Impulsos bee y fec

m El tren de impulsos que hemos visto esta colocado sobre 1a rejilla
Gp (ctbica simple). Claramente, podemos cambiar el arreglo de
las posiciones de los impulsos, por ejemplo usando la rejilla By

(bce). Para analizar que ocurre con el tren de impulsos sobre la
rejilla By introducitemos los vectores b= (AAD), dy =
(A A 0), dy = (0,4 A) y ds = (A, 0,A). Recordando que las
definiciones de las rejillas cubica simple, bcc y fcc son las
siguientes G, ={Ak |k €2}, B, - {Ak |k €2 and k, =k, =k, (mod 2)}
y I = {AI? k €EZ and k, +k, +k, = O(mod 2)} , respectivamente.
Podemos ver que las rejillas bee y fece se pueden representar

como
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Tren de Impulsos bee y fec

. = Ashah,
“Ashah + 24shah- y

I = %shah+ ZAshaha1 + 2Ashaha2 + ZAshahES.

=
oy
I
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Tren de Impulsos bee y fec

s Como ya vimos, para n = 3 se tiene que

27'[

Ashah = (m) shah<=>]JJ (‘/ﬁ) Mg,

T
m Entonces, a partir de la notacion para traslado tenemos que

3 2n

Ashah = SV x (ﬁ) A shah.

m Por lo que la transformada de Fourier de un tren de impulsos

sobre la rejilla bee se puede obtener como

]-HB=

A

2Aghah + ZAshahg.
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Tren de Impulsos bee y fec

I,

= 2Ashah + *“shah;

— (ﬂ)g %shah 4+ SYX (ﬂ)g %shah

VZA V2a
_ (7Y )N 5 sy
-G ). 5+ (&) ) 50
VEGE VEGE
A A
(7Y N s i) = (Z) Y & 2
- (\/_TRA) z 55 (1 + S”(y)) = (WT”A) z o5 (1+707)
TEGE 37667_1-
5 A
3
= (%) z 65(1 + cos(A(yy + y2 + ¥3))
766E
A

— isin(A(y; + 2 +¥3)))
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Tren de Impulsos bee y fec

donde y; es de la forma ki , lo que resulta en A(y; + y, +

lA 5
y3) = n(y; +y2 +y3) ysin(y; +y, + y3) = 0. De manera

similar,

0, kq+ ky+ ksesimpar
1+ cos(Ay; + Ay, + Ay3) = {2 ;{1 n 12{2 n 13<3 -

lo cual es la definicion de la rejilla fee, por lo que

M, =5 (\/_5)3 Hlpy
A

Edgar Garduno Angeles C. Computacion, LI.M.A.S.



Tren de Impulsos bee y fec

De manera similar, la Transformada de Fourier de un tren de

impulsos sobre una rejilla fcc es

M, = ‘/E(JTE)B MB%
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Vectores de Entramado (lattice)




Vectores de Entramado (lattice)

Rejilla Cabica Simple
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7 g, f} = (\%_”)n g, *f




Vectores de Entramado (lattice)

Rejilla bec
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Vectores de Entramado (lattice)
Rejilla fee

WEEY D 7 SR

- |/ ;.. . l' ‘L_'/‘ ’ LA -
J1.1_

LA | i d /l‘u-lzll.up Z ll )7 -
T 11['4.- -l ﬂ :
| '*-l"

= - - - .

.. 3 .,urk.._ﬁf"..” S (L7100 171

T T AT 4140 i "Iéhr' S
LA D z -2 Sl AR

L L 4 1
b Ll \i\‘"/"h,_v
RN, 117

; C
R RY ‘4rn % '.c:r. 130N
A ﬁ'e‘,J' AL |

A TN AN - ‘

T - / - - = - . v
e P .- - . .

Edgar Garduno Angeles

C. Computacion, LI.M.A.S.



Rejilla Hexagonal
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L. Que forma tiene?? = tarea J




. Cuantas Muestras son Necesarias?
((Cual es la distancia de muestreo?)

Harry Nyquist Claude E. Shannon
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Teoremas de Shannon y Nyquist

m  Definicion: Una funcién f cuya transformada de Fourier es cero para

‘g? ‘ > () se llama de banda limitada por Q2.

m Teorema (Shannon): Si una funcién f(x) no contiene frecuencias
mayores a {2, entonces f esta determinada completamente al muestrear
en puntos espaciados /Q2.

m Teorema (Nyquist): Si fes una funcién que tiende a 0 lo
suficientemente rapido al infinito y

—~

f(§)=0para ‘E_‘>Q
entonces f puede ser reconstruida a partir de las muestras
(%) 1kez)

m La condicién de Nyquist implica que A <Z o la Tasa de Nyquist:
A, >2
s 7’
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[.a Formula Shannon-Whittaker

m [a prueba del Teorema de Nyquist arroja la
siguiente formula de interpolacion:

£(x)= kz f(%”)sinc(@(x - kn))
1(9)= 3 1(n)e(x=x)= 3 £(x)5,(2)

m 5, son funciones de expansion apropiadas (series
de muestreo).
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Ejemplo en 1D

m Sifes una funcién de banda limitada a [- Q, 2], o en
otras palabras

f(x) =i J £ (E)e dE

con ]?(f)eL2 (-Q,Q), entonces la funcién puede ser

reconstruida a partir de sus muestras en los puntos

kx

X = a,

k‘ =0,1,2,..., por medio de la formula

() > )

k=—0

con la serie absolutamente y uniformemente
convergente en conjuntos compactos.
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Teorema de Muestreo en
Dimensiones

m Supongamos que tenemos una funcién f definida en el
espacio n-dimensional cuya transformada de Fourier es

F@) = FU®) = @m s %, F@e ™ ax
s Ademis, conideramos que f (E) = 0 para HEH > ()

(con ancho de banda limitada), aunque el espectro
puede ser asimetrico o desconectado.

m Deseamos expresar la funcién f por medio de una serie
de muestreo determinada por puntos de muestreo
periodicos.
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Teorema de Muestreo en
Dimensiones

m Recordemos que los puntos en el espacio n-
dimensional (Z" o R"™) se pueden representar por

medio de una combinacion lineal de vectores base {Ej}
que se pueden expresar como una matriz E.

m Una funcién de reconstruccion g(x) es tal que f(x) se
puede expresar por medio de

f(x) = z f(AEk)g(x — AEK)
kezn
= | r@9G - 76 - aER)dy
kezZn D
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Teorema de Muestreo en
Dimensiones

£E) = Z f(AEK) (% — AEK)

JR=VAL
Z f fONgx—3)6(y — AEk)dy
kezZn D
ff(y)g(x -) z §(y — AEk) dy
kezn
] Obtemendo la Transformada de Fourier en ambos lados
tenemos ()
F(T _ A EE Repeticion del
(5) |det(E) kzznf(f d ) - Espectro
€
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