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ade Kleen

Sesién 11 o Un lenguaje L sobre el alfabeto X es regular
(puede expresarse mediante expresiones
regulares) si y solo si existe un"\EA con
alfabeto X que acepta L

Teorema de Kleene
—Parte 1: Si hay una ER que denota

entonces hay un FA que aceptaa L

—Parte 2: Si hay un FA que acepta a L
entonces existe una ER que denota a L
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cambio Eliminacion de
de tipo nsiciones-A

de subconjuntos

Podemos mostrar la equivalencia
usando cualquiera de los tres tipos de

o FAs, pero una buena eleccion ayuda!
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Si hay una FA para las partes de una RE, podemos
componer un FA que corresponde a la ER a partir del
FAs mas simples (utilizando transiciones-A)
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En esta direccion necesitamos construir una ER
que tome en cuenta todas las cadenas de cualquier
longitud que el FA correspondiente acepta
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Pruebadel teorema: Parte 1

® Todas las ER se cons
—®, A & toda simbol a €

® .Y las operaciones de composicion
— E+F, EF and E*

e Composicion de automatas:

— Definir un FA para las partes basica:

— Definir la forma de un FA (esquematicp)
para cada uno de los operadores

— Construir el FA en paralelo con la ER
correspondiente
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Pruebadel teorema: Parte 1

[ X

oA

e Paratodoac X

Dr. Luis Pineda, IIMAS, UNAM], 2010

Dr. Luis Pineda, IIMAS, UNAM, 2010

El esquema a concatenacion: EF
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FA para (01)"
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jemplo: El FA para (01)
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La construccion

® Con el FA para la ER basica
® Con los esquemas de FAs para las

e Construir un FA compuesto en parale
estructura de la ER!

® Por ejemplo: Construir el FA que correspynde
ala ER (01)* + (10)*
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FA para (01)"

Dr. Luis Pineda, [IMAS, UNAM, 2010

jeraplo: El FA para (01)"
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FA para (10)°
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A para (01)" + (10)°
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A para (01)" + (10)

On*+10)" +

01" * *

0 1 1
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a de Kleene

vParte 1: Si hay una e
que expresa el lenguaje
un FA que acepta a L

Dr. Luis Pineda, IIMAS, UNAM], 2010

a de Kleene

v'Parte 1: Si hay una e
que expresa el lenguaje
un FA que aceptaa L

e Parte 2: Si hay un FA que acepta a L
entonces hay una ER que expresa a

Dr. Luis Pineda, IIMAS, UNAM, 2010

Los conjun ceptados porun FA

e Sca L X" el lenguaje
M=(0, %, q, A4, ).

® esto es:
L={xeXl"|d(q,x)ed

®Sid={gq,....q;} entonces L es la uni

un niimero finito de conjuntos de form:
(uno por cada estado aceptor):

L={xeX'|d(gyx)=q&qe A}

Dr. Luis Pineda, IIMAS, UNAM, 2010
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ceptados por un FA
o Consecuentemente, existe una ER que
denota a cada uno de estos cenjuntos!

® También, si p & ¢ son estados dsun FA,
existe una ER para el conjunto:

Lp,q) = {xe X' |&(p, x) =

Dr. Luis Pineda, IIMAS, UNAM, 2010

7

ravés de un estado

® Asignamos un niimero natural » a cada
estado del FA

® La cadena x € X" representa una\trayectoria

Trayectori

Dr. Luis Pineda, IIMAS, UNAM, 2010

Trayectoriaa-través de un estado

e Sea L(p, q, j) donde j > 0~el lenguaje de
todas las trayectorias que pasan a través de
un estado cuyo nimero no es mayor que j

® Hay n estados, por lo tanto:

L(p, g, n)=L(p, q)

Dr. Luis Pineda, IIMAS, UNAM, 2010
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Los conjun ceptados por un FA

e La ER que corresponde
—La unién de las ER

L(q, ) ={xe I7| &

paratodo g € A= {q,,....q;}

® Para encontrar la ER que correspon

conjunto, construimos una ER para ca

de los lenguajes reconocidos en todas la
trayectorias de forma:

Lp,q) ={xe X' |8(p, x)=q }
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Trayectoriaa-través de un estado

e Una trayectoria puede ir desde o hasta un
estado sin pasar a través de €l

rHq
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Prueba deque L(p, q) es regular

e La induccion:

- El lenguaje L(p, g, n) es regular si L(p, g, j)
es regular, para todo j tal que O <j < n
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Prueba deque L(p, g) es regular

® La base inductiva:
—Paratodo p & ¢, L(p, ¢, 0) escegular
— Estos es, los lenguajes de todas las trayectoria
que no pasan a través de ningun estado en el FA
son regulares:
Lp,q.0)c XU {A}
— El numero de estados es finito, por lo tanto, el
lenguaje L(p, g, 0), para todo p & ¢, es regular:
el nimero de trayectorias que no pasan a través

de ningun estado es también finito!
Dr. Luis Pineda, IIMAS, UNAM, 2010

ue L(p, q) es regular

® Una cadena x estd en L{(p,. g, k +1) six
representa la trayectoria de p.a g que pasa a
través de un estado no mayor que k + 1
e Esto puede ocurrir de dos formas:
—Caso 1: La cadena no pasa a través\del
estado k£ + 1, por lo que no pasa por ningin
estado mayor que k, entonces

xe L(p, q, k)

Dr. Luis Pineda, IIMAS, UNAM, 2010
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Prueba ue L(p, q) es regular

® La hipotesis de inducci
-0<k

- Si para todo p & ¢ tales que 1

el lenguaje L(p, g, k) es regular

— queremos mostrar que L(p, ¢, k +1)\es
regular

Dr. Luis Pineda, IIMAS, UNAM] 2010

Prueba ue L(p, q) es regular

® Caso 2: La cadena pasapor el estado £ + 1,
pero no por ningun estado cuyo niimero es
mayor que k + 1:

X=yzw

Dr. Luis Pineda, IIMAS, UNAM], 2010

Prueba
® x=yzw
~ye L(p,k+1,k)
—ze Lk+1,k+1,k)"
- we Lk+1,q,k)
® x se construye con la concatenacion y la cel
xe L(p, k+1, L(k +1, k +1, k)°L(k +1, ¢, k)

ue L(p, q) es regular

Dr. Luis Pineda, IIMAS, UNAM, 2010

e Caso 1:
-xe€ Lp, q, k)
® Caso 2:
—xe L(p, k+1,k)L(k +1, k +1, k)*'L{k +1, ¢, k)
® Entonces:
Lp,q k+1)=
L(p, q, k) v
Lp, k +1,k)L(k +1, k +1, k)'L(k +1, g, k)

Dr. Luis Pineda, IIMAS, UNAM, 2010
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Y...?

® La prueba es constructiva: nag da un algoritmo para
encontrar la ER que correspon

®L(p,q, k+1)secons

—Unién i
— Concatenacién o Lip.q 0)= {{“GZ | d(p, @) = q}
—Cerradura {aeX | 8(p, a)=¢q} U =q

® Lip.g k+1)=
L(p, g, &) O L(p, k +1, L(k +1, k +1, k)'L(k +1\q. k)

L=|]JL(4,,9)

qe A

e Por lo tanto L(p, g, k +1) es regular!

o L(p,qn)=Lp,q) &

Dr. Luis Pineda, IIMAS, UNAM, 2010 Dr. Luis Pineda, IIMAS, UNAM] 2010
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El caso. base: r(p,q,0) Wr(p,q,k +1)

{acZ|d(p, sip#q a a
L(p,q,0)=

p | Relk+ D | rp2k+0)
{aeX|d(p, a) =g {A} sip=g 1
NomolE

‘ P 01020
b . 1 at+A b

om0 i
2 b | at+A L(p, ¢, k) U L(p, k +1, Lk +1, k +1, k)*L(k +1,'q, k)
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Wén: np,q,1)

a p (»,1,1) | r(p,2,1)
. b . \
@

L(p.q k+1)=

a
L(p,q, k) U L(p, k +1,k)L(k +1,k +1,k)"L(k +1, g, k)

—_

[\

b

k=0,k+1=1
L(1,1, 1)=L(1,1,0) U L(1, 1, 0)L(1, 1, 0)*L(1, 1, 0)
=@+A)+@+ANa+A @+
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W()h: np,q,1)

4 a p W@.LD|rp21)

b . a b+a'b
b

—_

[\

Lp,q k+1)=
L(p,q, k) U L(p, k +1,k)L(k +1,k +1,k)"L(k +1, g, k)

k=0,k+t1=1
L(1,2. )=L(1,2,0) U L(1, 1, 0)L(1, 1, 0)°L(1, 2, 0)
=b+(a+ A)a+A)b
=b+a’b Dr. Luis Pineda, TIMAS, UNA

,2010

\S'rmp@:ando. .

4 a P W@.LD|rp21)

Cg) b 8 a a‘b
Lp,q, k+1)=

L(p,q, k) U L(p, k +1, b)L(k +1,k +1, k)"L(k +1, g, k)

—_

[\

b

k=0,k+t1=1
L(1,2, 1)=L(1,2,0) U L(1, 1, 0)L(1, 1, 0)"L(1, 2, 0)
=b+(a+ A)a+A)b
=b+a’b=a’b Dr. Luis Pineda, IMAS, UNA

,2010

=q" Dr. Luis Pineda, TIMAS, UNAM, 2010
Lai cién: r(p,q,1)
4 a p (p,1,1)| r(p,2,1)
. b . 1 ak b+a'b
OSORENY
b
L(p,q k+1)=
L(p, q, k) U L(p, k +1, )Lk +1,k +1,k)"L(k +1, g, k)
k=0,k+1=1
L(1,2, 1)=L(1,2, 0) U L(1, 1, 0)L(1, 1, 0)"L(1, 2, 0)
=b+(a+A)a+A)b
=b+a'b Dr. Luis Pineda, IMAS, UNAM, 2010
Lai cion: r(p,q,1)
4 a P Y@.LD|rp2,1)
. b . 1 at a'b
QC» [ [
b
Lp,q k+1)=
L(p,q, k) O L(p,k+1,k)L(k +1,k+1,k)'L(k +1, g, k)
k=0k+1=1
L2, 1, )=L2, 1,00 U L2, 1, 0)L(1, 1, 0)°L(1, 1, 0)
=b+ba+AN)@+A)
=b + ba*=ba* Dr. Luis Pineda, IIMAS, UNAM, 2010

Wc’m: np,q,1)

a a p rp,1,1) r(p,2,1)
0.0 PSS
@ e 2 ba" A+a+ba*b

b

Lp,q k+1)=
L(p,q, k) U L(p, k +1,k)L(k +1,k +1,k)"L(k +1, g, k)

k=0,k+1=1

L(2,2, 1)=L(2,2,0) U L(2,1,0)L(1, 1, 0)"L(1, 2, 0)
=(a+A)+ba+A)bp
=a+ A+ ba'b Dr. Luis Pineda, [IMAS, UNA

,2010
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W()n: 1p,g,1) ~ Lainduccion: r(p.q.2)

a a b4 rp.11) | r(p.2,1) r rp.1L.1) | r(p.2,1) p "p,1.2) | r(p.2,2)
2 ()

1 \a\ a’b 1 a a'b 1 RE,,
@ e 2 ba* A+a+ba’b 2 ba* A+a+ba*b 2

b
L(p,q. k+1)= L(p,q k+1)=
L(p,q, ) UL(p, k +1, L(k +1, k +1, k)"L(k +1, ¢, k) L(p, q, k) U L, k +1, Lk +1,k +1, k)'L(k +1, g, k)
k=0k+1=1 k=1,k+1=2
L(2,2, )=L(2,2,0) U L2, 1,0)L(1, 1, 0)"L(1, 2, 0) L(1,1,2)=L(,1, H U L(1,2, DL2,2, 1)'L(2,1,1)
=(@+A)+ba+A)p =a"+ (a"b)(A+a + ba’b)"(ba”)
=a+ A+ ba*b Dr. Luis Pineda, IMAS, UNAM, 2010 :REII—Z Dr. Luis Pineda, IMAS, UNAM, 2010

Lai cién: r(p,q,2) Lai cion: r(p,q,2)
P rp,11) | r(p2,1) P r(p,12) | r(p,2,2) r rp,L1) | r(p2,1) P rp,1.2) | r(p.2,2)
1 a a'b 1 RE, 1, |RE, 1 a a'b 1 RE,, |RE,
2 ba* A+a+ba’b 2 2 ba* A+a+ba’b 2 Ey s
L(p,q, k+1)= L(p,q, k+1)=
L(p, ¢, ) U L(p, k +1, LGk +1, k +1, k)°L(k +1, ¢, k) L(p, g, k) U L(p, k +1, Lk +1,k +1, KLk +1, ¢, k)
k=1,k+1=2 k=1k+1=2
(1,2, 2)=L(1,2, ) U (1,2, DL(2,2, 1)'L(2, 2, 1) L2,1,2)=L2, 1, HULR,2, )L2,2, 1)'L2, 1, 1)
=a'b+ (@'b)(A + a + ba'b) (A + a + ba’b) =ba"+ (A +a+ba'b) (A +a+ba'b)(ba")
= RE12'2 Dr. Luis Pineda, IIMAS, UNAM, 2010 = REZI'Z Dr. Luis Pineda, IIMAS, UNAM, 2010

Wén: 1p,0.2) Lainduccion: r(p,q)

p np,1L1) | r(p.2,1) P rp,1,2) | r(p2,2) a p "p,1.2) | r(p2,2)
1 a a’b 1 RE\ 1, |REy, . b . 1 RE, 1, |RE»,

2 ba* | A+a+ba’b 2 Ey |REp, @ e 2 Eyy  |REy,

Lp,q k+1)=
L(p, q, k) O L(p, k +1, DL(k +1,k +1, k' L(k +1, 4, k)

Condicion final de la induccion: L(p, g, n) = L(p)g) &
L=JL(gy.)
qeAd

L(1,1,2)=L(1,1, DU L(1,2, DL2,2, )L, 1, 1)
=a" + (a"b)(A + a + ba’b)*(ba")

k=1,k+1=2
L(2,2,2)=L(2,2, ) UL2,2, DL(2,2, 1)'L(2,2, 1)
=(A+a+bab)+
(A +a+bab)(A+a+ba'b) (A +a+ba’h)

=REy,, Dr. Luis Pineda, IIMAS, UNAM, 2010
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La expresion que mejor refleja la
estructura interna del FA

Dr. Luis Pineda, IIMAS, UNAM, 2010

a de Kleene

vParte 1: Si hay una e
que expresa el lenguaje
un FA que acepta a L

v'Parte 2: Si hay un FA que acepta a L
entonces existe una ER que denota a L

Dr. Luis Pineda, IIMAS, UNAM], 2010

\\\\ LSC & lenguajes sin restricciones/,»"’
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