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Lema de bombeo para LLC
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¢, Cémo podemos decir si un lenguaje es
libre del contexto?

Usar el Lema del bombeo para LLC

— Aumir que L esun LLC

— Si se llega a una contradiccion L no 1o €s
Antecedentes:

— Forma Normal de Chomsky (1959)

— Debido a Bar-Hillel, Perles & Shamir (1961)

— El lema de bombeo para los LRs es una
simplificacion del lema de bombeo para LLC
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El “ciclo”en cadenas de LLC

Si una derivacion es suficientemente larga,
alguna variable se tiene que repetir:

S =" vAz =" ywAyz =" vwxyz
donde v, w, x,y, ze ¥*
Los contextos que estan antes y después de las
variables en el lado derecho de una producecion
(e.g. w&yen A4 — wAy) se bombea con la
repeticion de dicha variable en la derivacion;

S="vAz = vw
="
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¢ Cémo podemos decir si un lenguaje es
libre del contexto?

Definir una GLC o disefiarun AP para el

lenguaje

Pero que tal si el lenguaje se describeypor

otros medios:

—L={abic'|i=1}

— ¢ Es este lenguaje un LLC?
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El lema de bombeo para LR

Supongamos que L es un LR reconocido por un
FA con n estados; entonces, para todox e L
con |x| = n, x=uvw para las cadenas u, v, w

que satisfacen:

—|u| <n

-P>0

—Foranym =0, u"we L

u w
/\_/ q;
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El “ciclo” en cadenas de LLC

Bombeando w & y

Six se deriva de 4 (4 =" x):
vAz =" wze L
vwAyz =" vwxyz € L

wWiAy3z =" wwixyz e L
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El lema de bombeo para LLC

Sea G=(V, X, S, P) una GLC en FNC con
un total de p variables. Toda cadena u en
+1 o0

L(G) con |u| = 2”" " pueden escribirse
como u = vwxyz, para las cadenas vu, x,
y & z que satisfacen:
—|wy| >0

+1
—|wxy| £2°

—Para todam = 0, vw"xy"z € L
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La historia en breve...

Las graméticas en FNC producen
estructuras sintacticas en forma de arboles
binarios; s6lo los nodos en el Gltimo nivel
(categorias léxicas) tienen un solo hijo,(o

Un arbol binario de altura /4 tiene una
cosecha < 2", por lo tanto, un arbol
binario con mas de 2~ ' hojas tiene una
altura mayor que A
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La historia en breve...

Siuna gramatica tiene p variables, una

. [y p+t1 _, .
derivacion con 2°  * simbolos tiene cuando
menos una trayectoria con altura p. +2, por
lo que cuando menos una variable tiene que
repetirse (el ultimo nodo es un simbolo
terminal)
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El lema de bombeo para LLC

Las condiciones no vienen de Marte: para
toda u = vwxyz
. 1
(@) [u] 227"
@@@) |lwy| > 0
1
(i) [wxy| < 27°
—para un parametro p (i.e. el numero de
variables en V)
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Propiedades de los arboles binarios
Altura de una trayectoria: nimero de nodos en la trayectoria
En un arbol binario completo: nimero-de nodos en el nivel / es 2/ !
altura = 1: nodos =2!-1=20=
nivel 0
altura = 2: nodos =22 "1291=2>

nivel 1
altura = 3:

v
Derivacion u con mas de 2~ ! simbolos tiene una altura mayor que A
Nodos en nivel / = 2/ (nivel = altura — 1)
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El lema de bombeo para LLC

Las condiciones no vienen de Marte: para toda u
= vwxyz
() u| 227"
@) lwy| > 0
(iii) lwxy| < 20!
— para un parametro p (i.e. el nimero de
variables en V)
— (i) garantiza que u sea suficientemente grande para
que una variable se repita
— (ii) & (iii) son condiciones necesarias en cadenas con
variables repetidas
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Altura de un arbol: altura de la trayectoria mas larga

Una estructura producida por una GLC en FNC puede tener mel
de 2"~ !'simbolos en el nivel 2

Produccion: S — 4B @

du A4—CD 0
\
No. de variables 4: G Q @ nodos <21

Una cadena con mas de 2”~ ! simbolos tiene una altura mayor que A

e Produceion: B = 5
N\
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Tamarno de cadenas y
longitud de la derivacién

~ - +1
If [u] > 2" " entonces la altura es cuando menos p + 2

112p+2© O O Onodos=\u\£2"+1

Si hay p variables diferentes en la gramatica, una cadena u
tal que Ju| > 2” "' tienen un 4rbol sintactico cuya alturales
cuando menos p + 2
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u=abbabac and |u| =7
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Numero de variables y profundidad

Si el namero de hojas es > 2" entonces la altura es cuando menos
pt2

h=1:

h=p+1 O O O O nodos < 2”
@, O

. . 3
Enotonces /1 2 p +2 Si el nimero de nodos > 2
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Estructura en ENC con repeticion de variable

u = abbabaa
Altura="7
Variable repetida = 4

©
,
oG

Considere una trayectoria de longitud @ @‘ 4
maxima p + 2: Los nodos de hasta

abajo son terminales y los nodos p + 1

superiores contienen variables!

Si solo hay p variables,

una variable se tiene que repetir!




El arbol bajo la A superior

y
’ @ wxy = baba

Considere el arbol con raiz en
nodo A4 superior que domina a
wxy: estd en la trayectoria de
longitud mayor, por lo que su

altura es < p + 2; entonces
[wxy| £ 2P Dr. Luis Pincd, IMAS, 2010

Q) &=

%6

El contexto de x

wxy = bab

O,

La restriccion sobre w):
[wi|>0

0
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El contexto de x:

P
© ©
@ ®

La restriccion sobre w):
Si || = 0 entonces
[w|#0
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La particion wxy

fo”

// \ wxy = bab

O,
®

Depende de las 4’s:

(la variables que se repite) ﬁ 7 ﬁ
8
\U) Dr. Luis Lu/:d

4, IIMAS, 2010

@lv=ab
Y
y
y
-( wxy = ab
O, O, ]

La restriccion sobre w):
Si |w| = 0 entonces
[1|#0
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El lema de bombeo para LLC
Pero si no sabemos si L es LLC, no sabemos cual
seria su gramatica, ni cuantas variables tendria!
Sea L una CFL. Existe un entero # tal que para
toda u que satisface |u| > n existen cadenas v, w, x,
y & z que satisfacen:

—Uu=vwxyz
—|wy| >0
—|wxy| <n

—Y para todom = 0, vw™xy"z € L
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El lema de bombeo para LLC

Prueba:
—Encontrar una GLC en FNC que
genere L — {A}.

—Sea p el numero de variables en'esta
o p+1
gramatica & n =27
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L={abcex|iz1)
Sea n la constante & u = a"b"c"
~u/|=3n (Ok:n=2"" h
Particionar u en vwxyz tal que |wxpf<n &
wy| > 0;
Dado que |wxy| < n, esta subcadena tiene
cuando mas dos tipos de simbolos (s61o
a'sosblob’sosdloc’s,0a’syb’sobsy
c’s)
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L={abcex|iz1)

Escoger m = 0 en vw™xy"z:

Caso 1: wxy en el bloque de a’s:

-w=d,y=d &a"Ib"c"¢ Lyaquei>0
0j>0&n—i—j<n

Caso 2: wxy tiene a’s & b’s:

—a'bic"¢ Lyaquei<noj<n(oambos) &
i+j<2n

Caso 3: wxy estd en las b’s:

~—w=>b,y=b&a'b"Fc"¢ Lyaquei>\0
0j>0&n—i—j<n
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Uso del El lema de bombeo
para LLC

Determinar si un lenguaje essun LLC

~L={dbice X'|i=>1}

Estrategia:

— Asumir que el lema de bombeo para los
LLC se satisface para L

—Si se llega a una contradiccion, L no esun
LLC!
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L={abce ¥ |i>1)
Escoger m = 0 en vw"xy"z
—Dado que [wy| > 0, entonces [w| > 0 o
>0 (o ambos)

—Los segmentos de dos simbolos (&:g.
a & b) que contienen a w & y tienen
menos simbolos (i.e. m = 0) que el
segmento que incluye al simbolo
restante, que no esta en wxy (i.e. ¢)

—Lnoesun LLC!
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L ={abicie ¥'|i>1)
Escoger m = 0 en vw"xy"z:
Caso 4: wxy tiene b’s & ¢’s:
—a'bid¢ Lyaquei<noj<n(oambos)&
i+j<2n
Caso 5: wxy estd en las ¢’s:

—w=c,y=d&a'b'c"7¢ Lyaquei>00
Jj>0&n—i—j<n
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L={abce ¥y |ix1)
La abstraccion:

— Los segmentos de dos simbolos que contienen
w & y tienen menos simbolos que el segmento

que contiene al simbolo que no esta en wxy (i.e.
con m = 0)

Caso 1: wxy estd en las a’s:
Caso 2: wxy tiene a’s & b’s:

—abc"g L

Caso 3: wxy esta en las b’s:

Caso 2 incluye a los casos 1 & 3!
— El segmento |a’b/| < 2n
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L={abcex|i>1)

La abstraccion:

—Los segmentos de dos simbolos que
contienen w & y tienen menos:simbolos

que el segmento que contiene al simbolo
que no esta en wxy

La abstraccion: Seam =0

—p: El segmento |@'b/| < 2n & a'b/c" ¢ L
—gq: El segmento |[b'd| < 2n & a"b'd ¢ L
—Lnoesun LLC yaquepogq
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L = {xe {a, b} | n,(x) < ny(x) & N (x) < n(x)

Sea n la constante & u = a"b"* ¢!

+1
—|u|=3n+2(kin=2""")
Particion de u en vwxyz tal que |wxy| <n & [wy| > 0

— Otra vez wxy tiene cuando mas dos tipos de
simbolos

Caso 2:
—woyno tienen a’s
—-seam=0&abicde Lyaquei<n+loj<ntl

(o ambos) & n (1) = n,(u) o n (1) = n (u)
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L={abcex|i>1)
La abstraccion:

— Los segmentos de dos simbolos que contienen
w & y tienen menos simbolos que el segmento

que contiene al simbolo que no esta.en wxy (i.e.
con m = 0)

Caso 3: wxy estd en las b’s:

Caso 4: wxy tiene b’s & ¢’s:
—a'bide L

Caso 5: wxy esta en las ¢’s:

El caso 4 incluye a los casos 3 & 5!
— El segmento |b'd/| < 2n
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{8, b, ¢} | 1,0 < Ny{x) & nx) < n(x)
Sea n la constante & u = a"b" "
—|u|=3n+2(ck:n=2"""

Particion de u en vwxyz tal que |wxy|<n & [wy| > 0

— Otra vez wxy tiene cuando mas dos tiposide
simbolos

Caso 1:
—w 0y tienen cuando menos una a

—seam=2&abc"'¢ Lyaquei> n+ 1yperlo
tanto a’ > ¢"*!
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