Curso de Algebra (2000) — Facultad de Quimica, UNAM

Ejercicios para la unidad 1 (Légica matematica y Algebra de conjuntos)
por Carlos Velarde V.

1. Considere la siguiente férmula proposicional:
A—-BVC < -BA-C— A

i. Coloque los paréntesis, suponiendo que - tiene prioridad so-
bre A, éste sobre V, éste sobre — y éste sobre <.

ii. ;Es tautologia la férmula?

Solucidn:

i. Primer paso. Colocar paréntesis donde aparezca el operador
-, para determinar las subférmulas mds chicas de forma (-a):

A—-BVC <+ (0B)A(-C)— A

Segundo paso. Colocar paréntesis para determinar las
subférmulas (a A 3) més chicas:

A—-BVC & (0B)A(RC)— A
Tercer paso. Proseguir con el operador V:
A— (BVC) & ((-B)A(=C)) — A
Cuarto paso. Continuar con el operador —:
(A= (BV0)) + ((0B) A (=0C)) = A)

Quinto paso. Continuar con el operador <:
((A > (BVC)) © ((=B) A (=C)) - A))

ii. Elaboramos la tabla de verdad para decidir si la férmula pro-
posicional es una tautologia.

4 B C|((4>BV0)  (BIN-C)-4))
0 0 0 1 0 0 1 11 0
0 0 1 1 1 1 1 00 1
0 1 0 1 1 1 0 01 1
0 1 1 1 1 1 0 00 1
1 0 0 0 0 0 1 11 1
1 0 1 1 1 1 1 00 1
1 1 0 1 1 1 0 01 1
1 1 1 1 1 1 0 00 1

En rigor, la tabla de verdad de la férmula consiste de las
tres primeras columnas y de aquella que aparece debajo del
operador principal <». (Las otras columnas sirven para la
obtencién de la tabla de interés, cada una a su vez forma parte
de una tabla de verdad: la correspondiente a la subférmula
cuyo operador principal encabeza la columna. En los ejercicios
siguientes no escribiremos estas tablas auxiliares.) Puesto que
la férmula dada no es verdadera en todos los casos, no es
tautologia.

2. Trate las siguientes férmulas como en el ejercicio anterior:
“A—-+BV-C<BAC—= A

AANBV-C B+ -C— A
Solucién: Resolvemos por pasos como en el ejercicio anterior:

Primer paso: (nA) > B(-C+<+BAC— A

Segundo paso: (—mA) > BV (-C)+ (BAC) = A
Tercer paso: (mnA) > (BV (-0)) < (BAC)— A
Cuarto paso: ((—1A) — (BV (ﬁC))) > ((B ANC) — A)

Quinto paso: (((—|A) S (BV(=0))) ¢ (BAC) = A))

Elaboramos la tabla de verdad para revisar si es una tautologia.

((-4) = (BV (=0))) ¢ ((BAC) = A)
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Puesto que no en todos los casos es verdadera, la férmula no es tau-
tologfa. Para la segunda férmula seguimos la misma metodologfa:

Primer paso:
Segundo paso:
Tercer paso:
Cuarto paso:

AANBV (-C) - B+ (-C)—> A
(AAB)V(-C) > B+ (-C) — A
((AAB)V(=C)) > B+ (=C) > A
(((AAB) V (=0)) = B)  ((=C) — A)

Quinto paso: ((((A AB)V (-C)) — B) “ ((—C) — A))

Elaboramos la tabla de verdad:
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((AAB)V (=C)) = B)
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Tampoco se trata de una tautologia.

3. Decida cuales de las ocho férmulas siguientes son equivalentes
entre si:

_'(P_>Q): _‘Q_>_‘P: _‘P_)Qa
Q — P, - P, PA-Q, QA-P.
Solucién: Se construyen las tablas de verdad para cada una de las
férmulas y se comparan entre si para advertir cuales son equivalen-
tes, es decir, iguales.

ﬂ1:,_>ﬂQ:

P Q|-(P—Q)|-P—>-Q|-Q—-P|-P—=Q
0 0 0 1 1 0
0 1 0 0 1 1
1 0 1 1 0 1
1 1 0 1 1 1
Q—-P|Q—>P | PAN-Q | QAP
1 1 0 0
1 0 0 1
1 1 1 0
0 1 0 0

Son férmulas equivalentes (WP — -Q) y (@ — P) y también lo
son (P —>Q) y (PA-Q).

4. Dar una férmula proposicional equivalente a
(AVB) = (mB+ C)

en la que no se usen los operadores <>, — ni V.

Solucién: Nos basamos en la aplicacién repetida del siguiente resul-
tado de la légica matematica:

Teorema 1. Sea o una subférmula de F, o' = a y F' la férmula
que se obtiene de sustituir a por o’ en F, entonces F' = F.
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Mediante sustituciones de la forma mencionada en el teorema, se
trata de obtener una férmula como la pedida en el planteamiento del
problema. Por lo general se busca que las respectivas equivalencias,
de la forma o = o, sean simples y se puedan verificar con facilidad
usando la metodologfa ilustrada en el ejercicio anterior. Asi, si F
representa la férmula dada en el problema, la equivalencia

a1 Vaz = —|(—|a1 A —|a2)

nos permite eliminar al operador V, sustituyendo (AVB) por =(—~AA
-B) en F, con lo que obtenemos la férmula F':

—1(—|A/\—|B) — (ﬂB <~ C)

Ahora, para deshacernos del operador <>, podemos recurrir a la
equivalencia

ar < as = (a1 = a2) A (a2 = ay)
para reescribir ' en la forma siguiente:
—|(ﬁA A —|B) — (—|B — C) A (C — ﬁB)
En esta férmula se tienen tres ocurrencias del operador —, las que
debemos eliminar para lograr el objetivo del ejercicio; para ello re-
currimos a tres respectivas aplicaciones de la equivalencia
a1 — a2 = —'(Otl A _‘042)

obteniendo sucesivamente las férmulas siguientes:

—(=AA=-B) = (=B — C)A~(C A--B),

=(=AA-B) = ~(=-BA-C)A~(CA-—-B)
y por ultimo

—|<—|(—|A A-B) A —|(—|(—|B A=C)A-(CA —|—1B))>

férmula que resuelve el problema.

5. Dar una férmula proposicional equivalente a
(AABVC)AN(=BACQ)

en la que no se usen los operadores A y V.

Solucién: Primero conviene colocar un par de paréntesis, de acuerdo

al orden de prioridad convenido para los operadores:
((AAB)VC)A(—BAC)

Recordamos la equivalencia bésica que nos relaciona al operador V
con los operadores — y —:

a1 Vaz = -a1 — a2
y la usamos para quitar el V:
(-(AAB) = C)AN(-BAC)
Para quitar el operador A, tenemos la equivalencia elemental:
a1 A az = (a1 — naz)
la que aplicamos a cada una de las ocurrencias de dicho operador:
(=(=(A—=-B) > C)AN(-BAC)
(=(=(A = -B)) - C) A~(-B = ()
=((=(=(A = =B)) = C) = ~=(=B = =())

Esta férmula ya cumple con lo pedido, sin embargo la podemos
simplificar un poco recurriendo a la equivalencia -—a = a:

~(((A—= =B) » C) = (=B = =C))

y otro poco usando la equivalencia bésica (llamada contraposicién)
) — G = a2 — 0

-(((A—-B) > C) = (C = B))

6. Dar una férmula proposicional equivalente a
“AAN(B < C)V(BA-C)

en la que no se usen los operadores A, <> ni V.

Solucién: Quite el operador <+ como en el problema 4, después quite
los operadores V e A como en el problema 5, cancele dobles nega-
ciones y obtendra:

(—|A = ((B—=C) = =(C — B))) — (B = 0).

7. Construya férmulas proposicionales para las siguientes tablas:
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Solucién: Una forma de resolver este tipo de problemas se apoya en
las siguientes propiedades de los operadores A y V:

Teorema 2. a1 AaaA--- Aoy, es 1siysolosia,as,...,a, son 1.
Teorema 3. a1 VaaV:--Vay, es0siysolosiar,as,...,a, son 0.
Consideremos la primera tabla. Por cada 1 de la columna de la
derecha, se construye una nueva columna que tenga puros valores 0
salvo en el renglén correspondiente al 1 en cuestién. En nuestro caso
se tendran las tres columnas que aparecen a la derecha en la tabla
mostrada enseguida. Por el Teorema 2, las férmulas que encabezan
dichas columnas efectivamente tienen a éstas como tablas de verdad.
Por ejemplo, la primera férmula, =P A =-Q A R, vale 1 s6lo en el
segundo renglén, porque sélo en ese caso 7P, -Q y R valen 1 (en
los otros renglones debe valer 0, porque alguna de estas iltimas
formulas debe valer 0, ya que no hay dos renglones que tengan la
misma combinacién de valores para P, Q y R).

P Q R -P A=Q AR | =P AQ A-R | P AQ A-R
0 0 010 0 0 0
0 0 11 1 0 0
0 1 01 0 1 0
0 1 110 0 0 0
1 0 010 0 0 0
1 0 110 0 0 0
1 1 01 0 0 1
1 1 110 0 0 0

Ahora, por el Teorema 3, tendremos que la disyuncién de las
férmulas obtenidas,

(-PA-QAR)V(~-PAQA-R)V(PAQA-R)

serd una férmula que cumple con lo pedido en el problema.

A la segunda tabla del problema no se le puede aplicar el método
arriba ilustrado, porque no tiene renglén algunbo en que valga 1;
sin embargo tiene soluciones extremadamente simples, por ejemplo
la contradiccion clésica: P A —P.

Para la tercera tabla (de una tautologia) se puede proceder como
con la primera, pero es mds simple la solucién: PV —P.

8. ;Es vélida la siguiente regla de inferencia?

A—(B—C)
BA-C
-A
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Solucién: Tengamos presentes la definicién y el teorema siguientes:
Definicién 1. Una regla de inferencia es una lista de n+1 férmulas:

al,az,...,an/ﬂ

a las primeras n férmulas se les llama premisas, a la 1dltima se le
llama, conclusion. La regla de inferencia es vdlida si y solo si en todo
caso en que todas las premisas son ciertas la conclusién también es
cierta.

Teorema 4 (para la logica proposicional). La regla de inferencia
a1,0,. .. ,ap /B es vilida si y solo si la férmula (a1 AaaA- - -Aay) = 8
es tautologia.

De acuerdo a este teorema, a la regla de inferencia del ejercicio
le corresponde la implicacién mostrada en la siguiente tabla, donde
también se puede apreciar que se trata de una tautologia. Entonces,
aplicando el teorema, se concluye que dicha regla es valida.

A B C|A=>B—-20)ANBA-C) - A
0 0 O 1
0 0 1 1
0 1 0 1
0 1 1 1
1 0 0 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 1

Otra manera de resolver el problema consiste en suponer que las
premisas son ciertas y entonces mostrar que en ese caso la conclusién
debe ser cierta; si esto se logra, por la Definicién 1 tendremos que la
regla es valida. Este es el método més usado en matemadticas, se le
llama deductivo y en él se puede recurrir a otras reglas de inferencia
validas, por lo general muy simples. Entre estas reglas tenemos a
la conocida como modus ponens (MP): a,a — B/ (muestre que
es vélida). A continuacién se presenta, de manera compacta, una
deduccidon de que la conclusiébn —A debe ser cierta si se suponen
ciertas las premisas:

1. BA-C Segunda premisa (se supone cierta);
2. =(B—=C0) Equivalente a 1 (ver ejercicio 3);

3. A= (B—>C0O) Primera premisa (se supone cierta);
4. (B —C)—-A Equivalente a 3;

5, -A De 2,4 y MP.

El uso de una equivalencia para justificar un paso en una deduccién
(como es el caso en los pasos 2 y 4) puede cambiarse por el uso de
una regla de inferencia vélida, pues es ficil ver que cada equivalencia
a = d dalugar a dos reglas de inferencia vélidas: a/a’ y o' /a.

9. (Es vélida la siguiente regla de inferencia?

(P—=Q)AN-PA(QVP)
Q—P
Q

Solucién: Usando el método de tablas de verdad, tenemos:

P Q| (P—=>QA-PAQVPHANQ—P) = Q
0 0 1
0 1 1
1 0 1
1 1 1

lo que muestra que la regla de inferencia es vélida.

Para resolver el problema por el método deductivo, notemos que del
Teorema 2 se sigue que son vélidas las siguientes reglas de inferencia,
cualquiera de ellas llamada eliminacidn de A (elim-A):

artNaa A ANap [ ag (k=1,...,n)

(P—>Q)A-PA(QVP) Primera premisa,

1.

2. (QVP) Elim-A aplicada a 1;
3. ~P->Q Equivalente a 2;

4. P Elim-A aplicada a 1;
5.

Q MP aplicada a 4 y 3.

Observe que la segunda premisa no se necesito.
10. ;Es vélido el siguiente argumento?

_
Q
Solucién: No, lo que se sigue del Teorema 4, al observar que la
férmula de la tabla siguiente no es tautologia:

P Q| (-P—=-Q)AP = Q
0 0 1
0 1 1
1 0 0
1 1 1

Si se permitiera el uso de esta regla invdalida, en situaciones corres-
pondientes al tercer renglén, en que P es cierta y @ es falsa, se
obtendria una conclusidén falsa a partir de premisas ciertas, lo que
darfa al traste con una de las propiedades més importantes del len-
guaje matemadtico: “A partir de verdades construir sélo verdades”.

11. ;Es vélido el siguiente argumento?:

Si me divorcio, entonces si no consigo trabajo pierdo la casa.
No me emborracho o me divorcio.

No consigo trabajo.

Por lo tanto, si me emborracho pierdo la casa.

Solucién: Los argumentos se parecen a las reglas de inferencia, cons-
tan de una serie de afirmaciones —las premisas— y una afirmacién
final —la conclusién; el criterio para decidir si un argumento es
vélido es el mismo que el presentado para las reglas de inferencia en
la Definicién 1.

Representemos las proposiciones “me divorcio”, “consigo trabajo”,
“pierdo la casa” y “me emborracho” mediante las letras proposi-
cionales D, T, P y E, respectivamente. Ahora podemos escribir el
argumento en términos de la légica proposicional asi:

D — (T — P)
-EvVD
=T
E—» P

Con esto, el argumento ya no se distingue de una regla de inferencia,
podemos tratarlo a la manera de los dos ejercicios anteriores; veamos
que es valido:

1. E—D Equivalente a la 22 premisa;

2. E—(-T—P) a—p,—v/a—,aplic. aly 12 premisa,
3. -T — (E — P) Equivalente a 2;

4. E—P MP aplicada a la 32 premisa y 3;

12. Escriba una férmula equivalente a
=3z (P(z) = ~Vy(Q(z,y) A ~P(x)))

en la que no aparezcan negadas férmulas compuestas.
Solucién: Usando la equivalencia ~3za = Vz—a obtenemos:

Va—(P(z) = ~Vy(Q(z,y) A ~P(z)))
Usando ahora —(a1 — a2) = (a1 A —az), se llega a:

Vz(P(z) A ==Vy(Q(z,y) A ~P(x)))
Por dltimo, cancelando la doble negacién, obtenemos:

¥z (P(x) AVy(Q(z,y) A ~P(z)))
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13. Trate las siguiente férmula como en el ejercicio anterior:

- (A — (B A3z (C'(x) \Y VyD(x,y))))
Solucién: Usando —(a1 — a2) = (a1 A —as) se obtiene:
AN~ (B A3z (C() V VyD(z, y)))
Mediante = (a1 A a2) = (ma1 V —a2) se tendra:
AN <—|B V -3z (C(x) V VyD(z, y)))
Ahora se aplica ~Izxa = Vr-a:
AN <—|B V Vo (C(x) v VyD(s, y)))
Enseguida se aplica =(a1 V az) = (maq A —az):
AN (—1B V Vz (—C(x) A =VyD(z, y)))
Para terminar, por -Vza = Jx-a se llega a:

AN (—\B V Vz (—C(m) A ﬂyﬂD(ian)))

14. Pruebe que es verdadera la férmula
(Vw(P(x) — Q(z)) A V:cP(:c)) — VzQ(z)

Solucién: Supongamos que el antecedente de la implicacién es ver-
dadero; debemos mostrar que en ese caso el consecuente también es
verdadero, y para esto dltimo debemos mostrar que, para cada z,
Q(x) es verdadera.

Consideremos un elemento X cualquiera. Por la suposicién hecha,
VzP(z) y Ve(P(z) — Q(x)) deben ser verdaderas; entonces para
cada x deben ser verdaderas P(z) y (P(z) — Q(z)); en particular,
para la X considerada, P(X) y (P(X) — Q(x)) son verdaderas, de
donde se sigue —por modus ponens— que Q(X) debe ser verdadera.
Hemos mostrado que Q(X) es verdadera para cada X, por lo que
VzQ(x) es verdadera. Por lo tanto, la férmula dada es verdadera.

15. Pruebe que es verdadera la férmula
Vz(P(z) — Q(x)) — (Va:P(x) — VxQ(x))
Solucién: Se sigue de la equivalencia
((@AB)=7)=(@=(B—=7)

y de la férmula del ejercicio anterior, con Vz(P(z) — @Q(z)) en el
papel de a, VzP(z) como B8 y VzQ(z) como .

Algebra de conjuntos
En lo que sigue, fijamos un conjunto U como universo de discurso,
todos los demds conjuntos que se presenten estarin formados por
elementos de U. Ademds, el dominio de las variables que ocurran
serd U, de aqui que predicados de la forma z € C solo tendrin sentido
para elementos z de U.
Las operaciones bdsicas sobre conjuntos se definen asi:

S={z:-2€8}
SNT={x:zx€SAzeT}
SUT ={z:zeSVzeT}
S—T={z:2€SA-z€T}

Complemento de S:
Interseccién de Sy T
Unién de Sy T':
Diferencia de Sy T

De estas definiciones se obtienen de inmediato las respectivas bicon-
dicionales siguientes:

€S & -z€S (1)
z€(SNT) « (z€SAz€eT) (2)
z€(SUT) « (zeSVzeT) (3)
2€(S-T) + (ze€SA-z€eT) (4)

Dado que se convino que el dominio de la variable x es U (ver pérrafo
inicial), el predicado z € U sélo queda definido para los elementos
de tal dominio, mismos para los que dicho predicado es verdadero,
es decir,

TEU 1 (5)

Ademads, como el conjunto vacio no tiene elementos, x € §) es falsa
para cada x, es decir,

z€P <0 (6)

Las relaciones de inclusién e igualdad entre conjuntos se definen asi:
SCT ¢+ Vz(zxeS—zel) (7)

S=T + Vz(zeS+ zeT) (8)

16. Mediante el método de tablas de verdad pruebe que es cierta
PNQ=PUQ

Solucién: Usando (8), esta igualdad se puede reescribir en la forma
equivalente:

Vw(mEPﬂQ — mE(ﬁU@))
Como se trata de una cuantificacién universal, serd cierta si para
cada z es cierta
z€EPNQ & 2c(PUQ)

Probemos que esta férmula es verdadera para cada z. Usando (1)

en el lado izquierdo de la bicondicional, y (3) en el lado derecho,
obtenemos la férmula equivalente:

—z€(PNQ)+ (x€PVzEQ)

Usando ahora (2) en el lado izquierdo y (1) en el lado derecho,
llegamos a:

“(ze€PAz€Q) < (—x€PV Q)

Con esto hemos transformado la bicondicional original en una
férmula equivalente, en la que no aparecen los operadores entre con-
juntos, sélo tiene operadores 16gicos proposicionales y los predicados
simples (o atdmicos) x € Py x € Q. Entonces podemos construir la
siguiente tabla de verdad:

zEP z€Q | "(x€PAz€EQ) + (mxE€PV-z€Q)
0 0 1
0 1 1
1 0 1
1 1 1

Vemos que se trata de una tautologia. Por lo tanto la bicondicional
original es verdadera para cada z, de donde se sigue que la igualdad
considerada es cierta.

Nota. Comparando la igualdad original con la férmula de la tabla,
nos damos cuenta que esta férmula se puede construir directamente
de la igualdad mediante el siguiente procedimiento: En lugar de P
escribir x € P y en lugar de Q) escribir z € @, en vez del simbolo =
escribir el simbolo ¢, en vez de N escribir A, en vez de U escribir V
y en vez de la operacién de complementacién escribir -. Aunque la
férmula obtenida es un predicado (en la variable z), es cierta para
toda x gracias a que tiene estructura de tautologia. Esta estructura
se puede resaltar si representamos los predicados © € Py z € Q
mediante los simbolos P y O, respectivamente, con lo que la férmula
se verfa asi:

=(PAQ) <« (7P V-0Q)

facilmente reconocible como una de las leyes de De Morgan.

17. Mediante el método de tablas de verdad pruebe que es cierta
PN(QUR)=(PNQ)U(PNR)

Solucién: Mediante pasos similares a los dados en el ejercicio anterior

(o mejor ain, siguiendo el procedimiento dado en la nota a dicho
ejercicio), la presente igualdad da lugar a la férmula:

(PA(QVR)) « (PAQ)V(PAR))

la que es tautologia, como se muestra en la siguiente tabla:



Curso de Algebra (2000) - Facultad de Quimica, UNAM

P Q R|(PAQVR) & (PAQV(PAR))
0 0 0 1
0 0 1 1
0 1 0 1
0 1 1 1
1 0 0 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 1

18. Mediante el método de tablas de verdad pruebe que es cierta
PN(Q-P)=10
Solucién: El propésito de este ejercicio es ilustrar el uso de las equi-

valencias (4) y (6). En este caso tenemos que probar que para cada
x es cierta la bicondicional

z€(PN(Q—P)) <> z€h

Por (1), esta férmula es equivalente a
(zePAze(Q—P) <+ zel
y ésta, por (4), es equivalente a

(zePA(z€QA-z€EP)) <> z€D

Por (6), en lugar del predicado x € ) podemos escribir 0; si ademsés,
como hicimos en los ejercicios anteriores, abreviamos escribiendo P
en vez de t€P y Q en vez de z €(Q, la férmula se verd asi:

(PA(QA-P)) 0

La tabla correspondiente (enfatizando en ella que el lado derecho de
la bicondicional vale 0 en todos los renglones) es la siguiente:

z€P z€Q | (PA(QA-P)) <+ 0
0 0 10
0 1 10
1 0 10
1 1 10

Nota. Extendiendo el procedimiento presentado en la nota del ejer-
cicio 16, para pasar directamente de la igualdad original a la férmula
de la tabla, una diferencia de conjuntos, (S —T7'), debe transformarse
en una conjuncién de la forma (S A =T); ademds, cada ocurrencia
del conjunto @) se debe reemplazar por el valor de verdad 0. Para
completar el procedimiento, adelantemos que cada ocurrencia del
conjunto U (el universo de discurso) se debe reemplazar por el valor

de verdad 1, lo que se sigue de la bicondicional (5).

19. Mediante el método de tablas de verdad pruebe que es cierta
pcP

Solucién: Las inclusiones entre conjuntos se tratan en forma parecida
a las igualdades. Por (7), la férmula dada es equivalente a

Vr(z€P — z€P)

Procediendo como en los ejercicios anteriores, a esta cuantificacién
universal le corresponde la siguiente férmula proposicional, que es
tautologia:

0—=7P

Obsérvese que el simbolo C en la férmula original da lugar al ope-
rador légico — en la férmula proposicional obtenida.

20. Mediante el método de tablas de verdad pruebe que es cierta
(PUQ)—(PNQ)=(P-Q)U(Q—P)
Solucién: A esta igualdad le corresponde la férmula proposicional
(PVQA-(PAQ) < (PA-Q)V(QA-P)

cuya tabla de verdad se muestra a continuacién:

(PVO)A=(PAQ) (PA=Q)V(QA-P)

P Q >
0 0 1
0 1 1
1 0 1
1 1 1

21. Mediante el método de tablas de verdad pruebe que es cierta
ACBNC — An(B-0C)=0
Solucién: Por (7) y (8), la férmula es equivalente a
Vm(z‘EA — (z€BN C)) — Vm(mE(Aﬁ (B-0)) & :1:6@)
Por la férmula del ejercicio 15 —con x € A — (z € BNC') como P(x)

yrz€(AN (B —C)) «> €0 en el papel de Q(z)— esta implicacién
serd clerta si lo es la siguiente:

Vm((wGA—) (eBNC)) - (ze(AN (B -C)) er@))

Esta cuantificacién universal puede tratarse como aquellas de los
ejercicios anteriores, obteniéndose la forma tautolégica:

(A= (BAC)) = ((AN(BA-C)) +0)

A B C| (A= (BAC) = ((AA(BA-C) «0)
0 0 0 1
0 0 1 1
0 1 0 1
0 1 1 1
1 0 0 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 1

En problemas de este tipo es muy importante no escatimar los

paréntesis, agregando los necesarios para no perder la estruc-
tura de las férmulas. Por ejemplo, en la implicacién anterior son
indispensables los paréntesis que delimitan al antecedente y al con-
secuente; si se omitieran aquellos del antecedente, se tendria una
férmula ambigua, pues no se sabria cual de los dos operadores — es
el principal (tomar a uno u otro como operador principal da lugar a
sendas formulas no necesariamente equivalentes, dado que el opera-
dor — no es asociativo); por otro lado, si se omitieran los paréntesis
que delimitan al consecuente, de acuerdo a las reglas de precedencia
(ver ejercicio 1), se tendria una férmula cuyo operador principal es
el & que aparece hacia el final, misma que no es equivalente a la
férmula correcta (confirmelo).

22. Mediante el método de tablas de verdad pruebe que es cierta
PC(Q-R)—»PNR=1

Solucién: Procediendo como en el gjercicio anterior, esta implicacién
es cierta porque la siguiente férmula es tautologia:

(P = (QA-R))=>((PAR) ¢ 0)

23. Mediante el método de tablas de verdad pruebe que es cierta

PUQC(P-QU(@-P)»PNQ=0

Solucién: Es cierta porque la siguiente férmula es tautologfa:

((PVQ) = (PA-Q)V(QA-P))=>(PAQ«0)

24. Mediante el método de tablas de verdad pruebe que es cierta

(PNQU(PNQR)=PUQ—-PUQ=U
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Solucién: Es cierta porque la siguiente férmula es tautologia:

(PA=Q)V(=PAQ) <+ PV Q)=(-PV-Q=1)

El método mas usado para demostrar inclusiones entre conjuntos,
por ejemplo la inclusién A C B, consiste en considerar un elemento
arbitrario x y a partir de la suposicién x € A intentar deducir x € B.
Si se logra esta deduccién, se tendrd que Ve(r € A - z € B) y
entonces, por (7), A C B. En la solucién al siguiente problema se
ilustra este método.

25. Demostrar PNQ C P — Q.

Solucién:
1. zePNQ Suposicién;
2. z€EPANzeQ De 1 y férmula (2);
3. zeQ De 2, aplicéndole aAB/B;
4. -~xze€PVze@ De 3, aplicdndole 8/aV g;
5. —(x€ePA-xz€Q) Ded, porque ~aV S =-(aA-0);
6. -(ze(P-Q) De 5y (4);
7. TEP-Q De 6 y (1).

Gracias al siguiente teorema, las igualdades entre conjuntos, por
ejemplo A = B, se pueden demostrar probando por separado las
inclusiones A C By B C A.

A=B < ACBABCA.

Prueba. Tengamos presente la siguiente bicondicional, cierta para
cualesquiera predicados P(x) y Q(z) (confirmelo, procediendo a la
manera del ejercicio 14):

Teorema 5.

Vz(P(z) A Q(z)) <> VzP(z) AVzQ(x) (9)

Usando (7) y (8), la férmula del teorema se puede escribir de la
siguiente manera:

Ve(zr€A+> x€B) < Vz(r€A—xeB)AVx(x€B = x€A)

A su vez, esta férmula es equivalente a la siguiente, pues sabemos
quea+ f=(a—=B)AN(B—a):

Vm((weA—):cEB)/\(weB—):ceA))
< Vz(x€A—>x€B)AVr(r€B — € A),

que no es sino un caso particular de (9), con (€A — z € B) en el
papel de P(z) y (€ B — z€ A) como Q(z). |

A su vez, las inclusiones A C By B C A se pueden probar por
el método usado en el ejercicio anterior. Siguiendo este camino,
a continuacién presentamos una demostracién de la igualdad del
ejercicio 16.

26. Demostrar PNQ = PUQ.
Solucién:

C) Pruebade PNQ CPUQ:

1. zePNQ Suposicién;

2. —ze(PNQ) De 1 y férmula (1);

3. —(xePAzeQ) De2y (2);

4. —-xePV-z€Q De3y-(aAp)=(-aV-pB);
5, z€EPVzeQ De 4y (1);

6. zc(PUQ) De 5y (3).

D) Pruebade PUQ C PN Q:

1. ze(PUQ) Suposicién;
2. zEPVzeQR Dely (3);
3. —z€PV-xz€@ De2y (1)
4. —(z€PAz€Q) Deldy (—maV-p)=-(aAp);
5. —ze(PNQ) Dedy (2);
6. zePNQ De 5y (1).

Las igualdades entre conjuntos también se pueden demostrar recu-
rriendo a otras ya probadas, procediendo de manera similar a la que
aprendemos en secundaria para probar igualdades entre expresiones
algebraicas que denotan nimeros, por ejemplo cuando se prueba que

(z + y)? = 2* + 2zy + y? escribiendo (z + y)*> = (x + y)(z + y) =

zx+y)+yxz+y) =22 +oy+yr+y® =22+ 22y + 9> Enel
ejercicio siguiente se ilustra este método.

27. Demostrar

(PUQ) - (PNQ)=(P-Q)U(Q—P)

usando las igualdades siguientes, indicando en cada paso cémo uti-
liza la igualdad que lo justifica (es decir, precisando los conjuntos
que juegan el papel de R, S y T en cada aplicacién de la igualdad
del caso).

R—-S=RNS
RNS=RUS
vii. RN (SUT) =

i. RUO=R v.
ii. RNR=10 vi.
iii. RNS=SNR
iv. RUS=SUR

(RNS)U(RNT)

Solucién: (En cada paso sélo se indica la igualdad que lo justifica,
complete la respuesta identificando los conjuntos que fungen como
R,SyT)

~(PnQ) = (PUQNTPNQ

= (PUQ)N(PUQ)
PUQ)NP)U((PUQ)NQ)
(PUQ)U(@N(PUQ))

NP)UPNQ))

(PUQ)

= (
= (Pn
(®

u(@nPU@nQ)
2 wu@EnQ)u(@nP)un)
w (Pn@Qup)u((@nP)ud)
S ®PnQu@np)
=~ @nPuPEng
2 @-PurE-9
Y P-u@-P




