Curso de Algebra (2000) — Facultad de Quimica, UNAM
Ejercicios para la unidad 2 (Sistemas de ecuaciones lineales, matrices y determinantes)
por Carlos Velarde V.

En IR? grafique las ecuaciones siguientes:

1. 3z+4y=10
Solucién: y

Es una recta que corta al eje z en (10/3,0) y al eje y en
(0,5/2).

2. 0z+0y=0

Solucién: Yy

Como todo punto (z,y) satisface la ecuacién, la gréfica es
R? completo.

3. Oz + 0y =2
Solucién: y

Como ningiin punto (z, y) satisface la ecuacién, la grifica es
el conjunto @ (por lo que no se dibuja ningin punto).

4. Grafique las ecuaciones anteriores en IR®.

Solucién: La primera ecuacién, como predicado sobre R, se
puede escribir asi: 3z + 4y + 0z = 10

Z|

Es una plano paralelo al eje z, que corta al ejes = en
(10/3,0,0) y al eje y en (0,5/2,0); en la figura se muestra
un paralelogramo contenido en dicho plano (infinito).

La segunda ecuacién es 0z + 0y + 0z =0

Como todo punto (z,y, 2) satisface la ecuacién, la gréifica es
todo IR®.

La tercera ecuacién es 0z + Oy + 0z = 2 (equivalente a FALSO)

Z|

Como ningdn punto (z,y, z) satisface la ecuacién, la grifica
es el conjunto 0.

5. Grafique 2z + y — 2 = 8 en IR®.

Solucién: ;

Es una plano que corta a los ejes =, y y 2z en los puntos
(4,0,0), (0,8,0) y (0,0, —8), respectivamente.

6. Demuestre las siguientes equivalencias:
i.
ar+by+caz=d A
a2z + boy + ez = do
“
a2z +boy +coz=ds A
ar+biy+caz=d

Prueba. Es caso particular de la tautologia a A 8 < A a. O

ii. Para cada k # 0,

ar +by+czx=d (1)
—
(ka)z + (kb)y + (kc)z = kd (2)

Prueba.
—) Aplicando a (1) la propiedad bésica e; = ey — kej = kea,
se obtiene

k(az + by + cz) = kd; (3)
de esta ecuaciéon —usando la distributividad de la multiplica-
cién sobre la suma y la asociatividad de la multiplicacién— se
llega a (2).

+) Factorizando k en el miembro izquierdo de (2) se obtiene
(3); esta ecuacién, junto con la hipétesis k#0 y la propiedad
béasica k#0 A ker =kea — e1 =ea, llevan a (1). O

iii.
az+biy+caz=d A
a2z + bay + coz = do (4)
~
aiz+biy+cz=d; A
(a2 + ka1)x + (ba + kb1)y + (c2 + ke1)z = da + kdi (5)

Prueba. La demostracién se apoya en las propiedades béasicas
e1=ey > key=kes y e1=esAej=eh > el +e=es+ e
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(En los cursos de secundaria se ensefian estas propiedades di-
ciendo: “se vale multiplicar ambos lados de una ecuacién por
un mismo nimero k” y “se vale sumar miembro a miembro dos
ecuaciones”; en lo que sigue, nos referiremos a estas operacio-
nes diciendo en forma breve: “multiplicar una ecuacién por k”
y “sumar dos ecuaciones”.)

—) Sumando a la segunda ecuacién la que se obtiene de mul-
tiplicar la primera por k, lleva a la siguiente:

(a2 + bay + c22) + k(a1z + b1y + c12) = da + kdy,

de ésta, usando propiedades elementales de la suma y la mul-
tiplicacién, se obtiene (5).

<) En forma parecida, sumando a (5) la ecuacién que se ob-
tiene de multiplicar la primera por —k, se llega a (4). O

Estas equivalencias también valen —y se demuestran de la mis-
ma manera— para ecuaciones lineales de n variables.

Definicion 1. Sea S un sistema de m ecuaciones lineales de
n variables. Las operaciones elementales entre ecuaciones del
sistema son:

i. Intercambio de dos ecuaciones.

ii. Sustitucién de una ecuacién por la que se obtiene de mul-
tiplicar ambos lados de ella por un nimero k # 0.

iii. Sustitucién de una ecuacién por la que se obtiene de su-
marle (miembro a miembro) otra ecuacién multiplicada
(miembro a miembro) por un nimero k.

Teorema 1. Al aplicar a S una operacién elemental se obtiene
un sistema S’ equivalente al primero (es decir, S y S’ tienen el
mismo conjunto de soluciones).

Demostracién. El sistema S es una conjuncién de la forma
Ey ANEs A--- AN E,,. Por la asociatividad y conmutatividad
del operador A, usando para cada operacién elemental la equi-
valencia numerada igual en el ejercicio 6 (generalizada a ecua-
ciones de n variables), en los tres casos se obtiene que S'=8.0

Resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones.

7.
-z +2y 4z = 2
2r +y -2 =1
—-r +3y +2z = 2

Solucién I: Usado las operaciones elementales. Cada nota in-
dica en forma breve la operacién elemental usada para obtener
la respectiva ecuacién; en las notas correspondientes a un sis-
tema, E1, Ey y E3 se refieren a la primera, segunda y tercera
ecuacion, respectivamente, del sistema que precede al de dichas
notas.

T -2y —=z -2 —F;
2 4ty —2 =
-z +3y +2z 2
T -2y —2 = -2
5y +z = 5 E2 — 2E1
y +z = 0 Es + FE,
T -2y —=z -2
y +5z = 1B
y +z 0
x —%Z 0 FEi + 2Es
Y +%z = 1
éz -1 E3 bl E2

x -3z = 0
y +%z = 1
s =-1 1B
T —% E1+%E3
Y = % E2—%E3
: =

A continuacién se presentan gréaficas para los sistemas anterio-
res. La grafica de cada ecuacién es un plano, del que se dibuja
un paralelogramo. En cada figura, de los tres paralelogramos
el de sombreado oscuro corresponde a la primera ecuacion, el
de sombreado ligero corresponde a la segunda ecuacién y el
blanco corresponde a la tercera ecuacidon. Para un sistema y el
que se obtiene de aplicarle la segunda operacién elemental la
grafica es comun, debido a la equivalencia del ejercicio 6-ii.

z

Gréfica para el sistema original (y para el segundo). Se trata
de tres planos con sélo un punto en comin.

A}

Grafica para el tercer (y cuarto) sistema. Al aphcar la terce-
ra operacion elemental a una ecuacion se “mueve” el plano
correspondiente a ésta.

=3

Gréfica para el quinto (y sexto) sistema. El plano blanco es
perpendicular al eje z.

z

z

Z
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Gréfica para el dltimo sistema. Se trata de tres planos per-
pendiculares a los ejes z, y y z, respectivamente.

Solucién ITI: Usando un método matricial. La matriz del siste-
ma de ecuaciones es la siguiente:

-1 2 1 2
2 1-1 1
-1 3 2 2

Correspondiente a la definicién de las operaciones elementales
entre ecuaciones de un sistema, tenemos la siguiente:

Definicién 2. Sea M una matriz numérica rectangular. Las
operaciones elementales entre renglones de la matriz son:

i. Intercambio de dos renglones.

ii. Sustitucién de un renglén por el que se obtiene de multi-
plicarlo por un ndmero k # 0 (es decir, multiplicar cada

componente del renglén por k # 0).

iii. Sustitucién de un renglén por el que se obtiene de sumarle
(componente a componente) otro renglén multiplicado
por un ndmero k.

Se dice que dos matrices M y M’ son equivalentes por renglo-
nes si una de ellas se puede obtener de la otra mediante ope-
raciones elementales entre renglones. No es dificil probar que
si se tiene un sistema de ecuaciones lineales cuya matriz es M
y ésta es equivalente por renglones a M/, entonces el sistema
de ecuaciones correspondiente a M’ es equivalente al corres-
pondiente a M. Esto justifica la siguiente manera de resolver
sistemas de ecuaciones —ilustrada para el sistema del presente
ejercicio— aplicando operaciones elementales entre renglones,
partiendo de la matriz del sistema antes presentada. En lo
que sigue, cada nota indica la operacién elemental usada pa-
ra obtener el renglén respectivo; en las notas correspondientes
a una matriz, Ry, Rs y Rs se refieren al primer, segundo y
tercer renglén, respectivamente, de la matriz que precede a la
adornada con tales notas.

1 -2 -1 -2 —-R;
2 1 -1 1
-1 3 2 2
1 -2 -1 -2
0 5 1 5 Ry — 2Ry
0 1 1 0 R; + Ry
1 -2 -1 -2
1 1
0 1 1 0

3
1 0 —% 0 Ry + 2R,
0 1 3 1
0 0 %2 -1 Rs — R,
1 0-2 0
0 1 1 1
0 0 1-% Rs
1 0 0-2 Ry + £Rs
0 1 0 2 Ry — tR3
0 0 1-2

El sistema de ecuaciones lineales correspondiente a esta matriz
es el mismo que se obtuvo en la Solucién 1.

8.
-z +2y +z = 2
2c 4y —2 =1
—r 47y +2z = 2

Solucién: La matriz del sistema es

-1 2 1 2
2 1 -1 1
-1 7 2 2

Procedemos a transformarla mediante operaciones elementales
entre renglones:

1 -2 -1 -2 —Ry
2 1-1 1
-1 7 2 2
1 -2 -1 -2
0 5 1 5 Ry — 2Ry
0 5 1 0 Ry + Ry
1 -2 -1 -2
0 1 % 1 $Ro
0 5 1 0
1 0-2 0 Ri + 2R,
0 1 § 1
0 0 0-5 R3 — 5R,

El sistema correspondiente a esta matriz es:
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x -3z = 0
Yy +%z = 1
0z +0y +0z = -5
La dltima ecuaciéon, 0 = —5, es equivalente a FALSO, por lo

que su conjunto de soluciones es (), de donde se sigue que el
conjunto de soluciones del sistema —igual a la interseccion de
los conjuntos de soluciones correspondientes a las ecuaciones
del sistema— es (). (También se dice que el sistema “no tiene
soluciones”.) El sistema original tiene la siguiente gréfica:

z

Cada dos planos se intersectan en una recta. Las tres rectas
asi obtenidas son distintas y paralelas, por lo que no tienen
punto en comuin. De esto se sigue que la interseccién de los
tres planos es el conjunto §.

9.
-z +2y 4z = 2
2r +y -z 1
—r 47y +2z = 7

Solucién: La matriz del sistema es

-1 2 1 2
2 1 -1 1
-1 7 2 7

Procedemos a transformarla mediante operaciones elementales
entre renglones:

1 -2 -1 -2 —Ry
2 1-1 1
-1 7 2 7
1 -2 -1 -2
0 5 1 5 Ry — 2R,
0 5 1 5 R3 + Ry
1 -2 -1 -2
0 1 % 1 $ Ry
0 5 1 5
1 0-%2 0 Ri + 2R,
0 1 3 1
0 0 0 O R3 — 5R,

El sistema correspondiente a esta matriz es:

T —%z = 0
Y —}—%z = 1
0z +0y 40z = O

La dltima ecuacién, 0 = 0, es equivalente a VERDADERO, por lo

que su conjunto de soluciones es R?, de donde se sigue que el
conjunto de soluciones del sistema es igual al del siguiente:

_3
T 2 = 0

y+%z = 1

mismo que conviene reescribir asi:

z

Utl= ot

y = 1 —zz

Soluciones particulares de este sistema se pueden obtener asig-
nando un valor cualquiera a z, por ejemplo z = 10, con lo que
la, primera ecuacién nos da z = 6 y la segunda da y = —1.
Sin embargo, en vez de construir soluciones particulares de es-
ta manera, conviene introducir un nuevo simbolo, digamos ¢,
para representar ese valor arbitrario que podemos asignar a z,
escribiendo z = ¢, con t € IR; con esto, sustituyendo z por ¢ en
las ecuaciones anteriores, obtenemos las siguientes igualdades,
que dan a z, y y z “despejadas” en términos del pardmetro t:

x = 3¢
1

—t

z = t

Usando notacién matricial, estas ecuaciones se pueden escribir
de manera equivalente asi:

y también asi:
(zy2)=010+t(F -5 1),

aunque en vez de esta ultima para facilitar la lectura se prefiere
el uso de la notacién vectorial:

(m,y,z) = (071;0)+t(%1 _%7 1)

z

Los planos del sistema original se cortan en una recta de ecua-
cién wectorial paramétrica (z,y,z) = (0,1,0) + t(%, —é, 1).
La recta pasa por el punto P = (0,1,0) y es paralela al vector

A= (%, —%, 1); consta de los puntos X tales que X =P + tA.
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10.
+2z —y = 2
4z -y = 1

2u —v
u Fv

Solucién: (En este ejercicio y en los siguientes cinco sélo se
presenta la matriz obtenida a partir de la matriz del sistema
mediante operaciones elementales, dejando al alumno comple-
tar la respuesta.)

101 -2/3 1
010 -1/3 0
11.
v +2x —2z = 2
—3u —3v 4z +2y +4z = O
20 4+2v -z +y 43z = -1
Solucién:
1 0 0 —-17 -39 5
010 14 32 -4
001 -7 -17 3
12.
2r +3y —=2 = =2
T -y -4z = 3
y -2z = 1
—3z +z = 1
Solucién:
1 0 0 -10/17
01 0 -9/17
0 0 1 -13/17
0 00 0
13.
2 —3v +4zr -3y +z = 0
u +2v 43z +2y —2 = 0
v —2z +2z = 0
Solucién:
1 0 0 -17/16 39/16 O
010 7/8 -1/8 0
0 01 7/16 -17/16 0
14.
3z +3y —2 4w = 3
z 4y -z +2w = 1
2z +2y —w = 2
oz +dy —z =1
Solucién:
110 -1/2 0
0 01 -5/2 0
0 00 0 1
0 00 0 0
15.
z 4ty +2z +2u —w = 2
z 4y —2 H4u +w = -1
z +y +2z +2u 2w = 3

Solucién:

5
1100 0 -1
0010 -1 1
0001 0 1

Calcule la inversa de las matrices siguientes:

16.
3 -2 =2
A= 2 -2 -1
-1 -1 2

Solucién: Mediante operaciones elementales se intenta trans-
formar la matriz (A I) de tal manera que la submatriz A se
transforme en la matriz I:

3 -2 -2 1 0 0

2 -2 -1 01 0

-1 -1 2 0 0 1

23 b0 0 m

2 -2 -1 0 1 0

-1 -1 2 0 0 1
1-3-% 3 00
0-2 L -2 1 0 Ry — 2R,
0-3 2 10 1 R3 + R,
1-3-% 3 00
0 1-1 1-3 0 -3R,
05 4§ 01
1 0 -1 1-1 0 Ry + 3R,
0 1-1 -3 0
0 0 % —g 1 R3+%R2
1 0 -1 1 -1 0
0 -1 -3 0
0 0 1 4 -5 2 2R;

0 0 5 -6 2 Ri + R3

0 1 0 3 -4 1 Ry + 3Rs
0 0 1 4 -5 2

Puesto que el bloque de la izquierda es I, A es invertible y su
inversa se encuentra en el bloque de la derecha, o sea que

5 —6 2
Al=13 —4 1
4 -5 2
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17.
0100

100 0

E=10 001

0010

Solucién: Procediendo como en el ejercicio anterior, se obtiene:

00
o 00
E-= 01
10

01
10
0 0
0 0

Note que E = E71, 0 sea que E es la inversa de ella misma.

Usando sélo las propiedades presentadas en clase, sin realizar
ninguna expansion por menores, muestre que los determinantes
siguientes son iguales a 0.

18. Solucién:

= (sumando Ry a Ry)

2 1 1 2
= _3 _g _§ _:1)) = (factorizando 3 de R3 y 5 de Ra4)
5 5 5 b

=3-5 = (porque R3 = Ry)

=3.5-0=0

19. Solucién:

1
2
0 0 -1 1 2= (sumando R5 a R»)
3
0

1 -1 1 -1 1

0 0 1 -1 -2
=0 0 -1 1 2| =

3 2 1 2 3

1 -2 3 0 0

1 -1 1 -1 1

0 0 0 00
=0 0 -1 1 2/=0

3 2 1 2 3

1 -2 3 00

Calcule los siguientes determinantes:

20.
-21 2 23
13 1 0 2
11 -1 -1 1
-1 0 0 11
21 1 11

Solucién: 20.

21.

1 -1 1 -1 1
1 00 10
2 -1 4 -1 2
-1 21 01
0 1.2 10
Solucién: 0.
22.
-2 1 2 -2 2
13 1 4 0
00 2 6 0
11 -1 1 -1
40 0 1 1
21 1 2 1

Solucién: 0.

(sumando R3 a Ry)

— = DD O

(porque Ry = 0)



