Curso de Algebra (2000) — Facultad de Quimica, UNAM
Ejercicios para la unidad 5 (Espacios vectoriales R")
por Carlos Velarde V.

En los primeros tres ejercicios, averigiie si los vectores dados
son linealmente independientes, dé la dimensién del espacio
generado por dichos vectores y dé una base de éste.

Definicién 1. {vi,Vo,...,Vx} C R" es linealmente indepen-
diente si y solo si la ecuacion
aiVi +aoVe + -+, apv =0 (1)

tiene solucién unica (la trivial: a1 = as =--- = o = 0).
Definicién 2. Sean {vq,...,v;} CRR".

Vi,-.., V] ={aivi +- -+ apVg :a1,...,ap,€R};
se prueba que este conjunto es subespacio vectorial, se le llama
espacio generado por {Vi,...,Vp} v se dice que {vy,...,Vi} es
un conjunto de generadores de dicho espacio.
Definicién 3. Si {vi,...,V} es linealmente independiente, se

dice que es una base del espacio generado por él. Se prueba
que todas las bases de un mismo subespacio coinciden en el
nimero de elementos, al que se le llama dimension de dicho
subespacio.

1. Vi = (27 _17253)7 Vo = (_45())25 1) y Vs = (_15 1) ]-5 _1)
Solucién: En este caso la ecuacién (1) es

a1(27 _17 27 3) + a?(_47 07 27 1) + a3(_17 ]-7 17 _1) = (07 07 07 0)7

misma que es equivalente al siguiente sistema homogéneo:

2041 —4a2 —Q3 = 0
—a +az3 = 0
2000 +2000 +a3 = 0
3a; +as—az3 = 0

Resolvamos este sistema mediante el método matricial presen-
tado en la segunda unidad (obsérvese que las columnas de la

matriz de coeficientes son los vectores dados): :

2 -4 -1
0 1
2 2 1
3 1 -1
0 -4 1 Ry + 2R,
1 0 -1 —Ry
0 2 3 R3 + 2R,
0 2 Ry + 3R,
0o 0 9 Ry + 4R,
1 0 -1
0 0 Rs — 2R,
0o 1 2
0 0 0 Ry + 9R;
1 0 0 Ry — Ry
o 0 1 —R3
0o 1 0 Ry +2R;

1 0 0 Ry
0 1 0 Ry
0 0 1

0 0 0 Ry

Al considerar el sistema homogéneo correspondiente a esta
dltima matriz, se obtiene la solucién a; = as = az = 0. Por lo
tanto, por la Definicién 1, los vectores dados son linealmente
independientes. Entonces, por la Definicién 3, constituyen una
base del espacio que ellos generan y este espacio es de dimen-
sién 3.

2. vi = ((1,—1,0,1), Vo = ((1a4a_17_5)7 V3 = ((0717]-;0) y
vi = ((-1,0,1,1).
Solucién: En este caso la ecuacion (1) es

a1V1 + aaVe + asVy + aaVy = 0. (2)

Procediendo como en el ejercicio 1, de (2) se obtiene un sistema
homogéneo cuya matriz de coeficientes es

1 1 0 -1

-1 4 1 0
0 -1 1 1 (3)
1 -5 0 1

la, que mediante operaciones elementales se transforma en:

O Wi Wi Wi

(4)

e

o o r o

o~ o o
|

A partir de esta matriz se construye la siguiente ecuacién pa-
ramétrica, que da en forma explicita las soluciones de (2):

(041,052,(13,054) = t(%a %a _%a 1); teR

Como la ecuacién (2) tiene soluciones distintas a la trivial,
{V1,Va,V3,V4} es linealmente dependiente. Esta dependencia
se puede exhibir explicitamente de la siguiente manera:

A cada valor de t distinto de 0 le corresponde una solucién
particular con a4 # 0, por ejemplo, con ¢ = 3 se obtiene la
solucién (aq, as, as,aq) = (2,1, —2, 3); sustituyendo los valores
de ai, as, az y a4 en la ecuacién (2), se obtiene:

2Vi + Vo —2v3 +3vy =0

de donde se puede despejar Vy:

V—2V 1V+2V
4= 7317 3V2T gV

lo que muestra a V4 como combinacién lineal de vy, Vo y V3, de
donde se sigue que [vq, V2, V3, V4] = [Vq, Vo, V3].
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Ahora veremos que los vectores vy, Vo y V3 forman una base del
espacio que ellos generan. Debemos probar que {lvl,vg,vg} es
linealmente independiente. Para concluir esto via la Definicién
1, necesitamos mostrar que la ecuacién

a1V + sV +a3v3 =0 (5)

tiene solucién tnica (la trivial). La matriz del sistema de ecua-
ciones equivalente a 5 es la siguiente:

1 1 0

-1 4 1
0 -1 1 (6)
1 -5 0

Al observar que esta matriz es igual a la que se obtiene su-
primiendo la cuarta columna de (3), resulta evidente que al

aplicar a (6) las mismas operaciones elementales usadas para
transformar (3) en (4) se obtendrd

S O O =
S O = O
o = O O

de donde se sigue que oy = as = a3 = 0 es la dnica solucién de
(5). Entonces {Vv1, V2, Vs} es linealmente independiente y por lo
tanto es una base de [Vi, V2, V3].

3.vi = (=1,2,3), % (2,0,1).

Solucién:

Construir la matriz cuyas columnas son los vectores dados y
reducirla mediante el método de eliminacién Gauss-Jordan.

= (_45 47 5) y Vs =

4
2 4 0
3 5 1
1] 4 -2 -R,
0 4 Ry + 2R,
o] -7 7 R3 + 3R,
[1] [o] 2 Ry + R,
0 1 -1 —1iRy
0] 0] 0 R; — IR,

En esta matriz aparecen enmarcadas las columnas correspon-
dientes a elementos “pivote” (aquellos que fueron seleccionados
para los pasos de eliminacién). Si quedan columnas fuera de es-
ta clase (como es el caso en este ejercicio), entonces los vectores
dados no son linealmente independientes.

De estos vectores, aquellos que en la matriz original aparecen en
las posiciones correspondientes a las columnas enmarcadas en
la matriz reducida, constituyen una base del espacio generado
por los vectores dados. De acuerdo con esto, como las columnas
enmarcadas son la 1 y la 2, {Vl,vgl} es una base de [V1,V2,V3A
Otra base puede obtenerse si los elementos pivote se eligen
otra manera, por ejemplo:

-1 -4 2
2 4 0
3 5

-7 -14 o] R: — 2R;
4 |0
3 5 1
o] o [0 Ry + IR,
1 2 0 %R2
0| -1 1 Rs — 3R,

Como las columnas correspondientes a los elementos elegidos
como pivotes son la 1 y la 3, {vi,v3} también es base de

[V1, Va2, V3].

En los siguientes tres ejercicios, calcule la distancia entre los
dos puntos dados:

4. (1,-3) y (-2,2).

= VT (O = VB

(1, =3) = (=2,2)| = |3, -5

5. (1,3,-2) y (0,1, -1).
|(1737_2)_(0717_1)| 2 _1 V 12+22 _\/_
6. (2,0,-1,1,-1) y (=2,-1,2,1,1).
Solucién:
|(2705 _15 17 _1) - (_25 _1527 ]-3 l)l
= |(471;_350 _2)|

=2 +12+4(=3)2+02+(-2)2 =30 .

En los siguientes tres ejercicios, calcule el valor del angulo for-
mado por los vectores dados:

7. (3,1) y (—2,1).
Solucién:
,1) e (—2,1) -5 -1
cosq = = =—,
I3, D 1(=2,1)]  V10v5 V2
entonces
= o —2r (=135°
Q= arccos 7 A" (= 135°)
8. (3,-1,2) y (2,3,-1).
Solucién:
(3,—-1,2)¢(2,3,—1) 1 1
cosa = = =,
|(35_1;2)| |(2a3a_1))| \/ﬁ\/ 14 14
entonces
1
a = arccos o & 1.49931 (= 85.904°).
9. (-1,2,1,-1)y (3,1,2,1).
Solucién:
(-1,2,1,-1)e(3,1,2,1)

cosa = =0,

|( 1727 1) _1)| |(37 172) 1)|
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entonces

1
a = arccos0 = 5T (=90°).

En los siguientes dos ejercicios, diga si los puntos dados estan
alineados:

(Definicién: Tres puntos distintos P, Q y R estdn alineados si
Q — Py R— P son linealmente dependientes.)

10. P = (_172)7 Q: (574) y R= (273)
Solucién:
Veamos si Q-P y R-P son 1. d. Para ello consideremos la ecua-
cién
@1(Q=P)+az(R-P)=0,
que para los puntos dados es
ay ((574) - (_15 2)) +a ((25 3) - (_17 2)) = (05 0)
0 sea
aq (65 2) + 042(3, 1) = (05 0) 5

esta ecuacién tiene soluciones distintas de la trivial, por ejem-
ploa; =1y as = —2, por lo tanto los puntos dados estan
alineados.

11. P=(3,1,2), Q= (—6,-6,—2) y R= (0,—2,1).

Solucién: Procediendo como en el ejercicio anterior, tenemos
que la ecuacién

aq ((_67 _67 _2)_(35 1; 2))+Oé2 ((05 _25 1)_(35 17 2)) = (05 07 0) )
0 Sea

a1 (_97 _77 _4) + 042(—3, _37 _1) = (07 07 0) )

equivalente al sistema de ecuaciones

—9011 —30&2 = 0
—70(1 —30&2 =0
—40(1 —Q2 = 0

tiene solucién unica (la trivial oy = 0, as = 0). Por lo tanto
P, Q y R no estan alineados.

12. Dar una ecuacién vectorial paramétrica de la recta que
pasa por los puntos P=(2,-3,1) y Q=(-1,-2,2).

(Definicién: Una ecuacién vectorial paramétrica de la recta que
pasa por los puntos distintos Py Q es

X=P+t(Q—-P), teR.)

Solucién:
X= (27 _37 1) + t((_17 _27 2) - (27 _37 1)) ’
O Sea

X=(2,-3,1)+t(-3,1,1), (teR).

13. Dar una ecuacién vectorial paramétrica de la recta que
pasa por los puntos P=(3,-1,1,—-2)y Q=(-2,0,-2,1).
Solucién:

X= (37 _17 17 _2) + t((_27 07 _27 1) - (37 _17 17 _2)) ’
o sea

X=(3,-1,1,-2) + t(—5,1,-3,3), (teR).

14. Dar una ecuacién vectorial paramétrica del plano que pasa
por los puntos P=(3,4,-1), Q=(1,0,1) y R=(-2,1,1).

(Definicién: Una ecuacién vectorial paramétrica del plano que
pasa por los puntos no alineados P, Qy R es

X=P+s(Q-P)+t(R—-P), s,teR.)

X =(3,4,-1)+5((1,0,1)=(3,4, =1))+¢((-2,1,1)— (3,4, -1)),
O sea

X =(3,4,—1) + s(—2, —4,2) + t(=5,-3,2), (s,teR).

15. Dar una ecuacién vectorial paramétrica del plano que
pasa por los puntes P = (1,3,1,-2), Q = (1,0,—-2,1) y
R=(-2,3,0,-2).
X= (17 3,1, _2) + S((]_, 0,-2, 1) - (17 3,1, _2))
+t((_25 37 0; _2) - (17 35 ]-7 _2)) )
0 sea

X =(1,3,1,-2) + s(0, —3,-3,3) + £(—3,0,-1,0), (s,teR).

16. Encuentre una ecuacién del plano que pasa por el punto
P = (1,-1,2) y es perpendicular al vector N = (3,0, —4).
Solucién:

Dicho plano estd formado por los puntos X = (z,y, z) que sa-
tisfacen la ecuacién

(X—P)eN=0
misma que se puede escribir en la forma equivalente
XeN=PeN;
sustituyendo en ésta los datos, obtenemos:
(z,y,2)®(3,0,—4)=(1,—-1,2) ¢ (3,0,—4),

O sea

3x—4z=-5.




