Curso de Algebra (2000)

— Facultad de Quimica, UNAM

Ejercicios para la unidad 3 (Sistemas numeéricos)
por Carlos Velarde V.

1. Con la suma y multiplicacién usuales, diga cual(es) de los
siguientes conjuntos constituyen un campo. En cada caso jus-
tifique la respuesta. a) El conjunto de los nimeros racionales.
b) El conjunto de los nimeros irracionales. c¢) El conjunto de
los nimeros enteros.

Definicién 1. Un campo es un conjunto C' y dos operaciones,
+:CxC — C (suma) y - : CxC — C (multiplicacién), con
las nueve propiedades siguientes:

sl:z+(y+2)=(@+y)+z ml: z-(y-2)=(r-y) -2

s2: rt+y=y+x m2: TYy=y-x

s3: 30e€CVz(z+0=x) m3: 3J1eCVz(z-1=zx)

s4: Vz3—2(z+(—2)=0) m4:Vz#£A03z (z-271=1)
d: z-(y+2)=(z-y)+(z2)

Solucién:

a) Como la suma y la multiplicacién usuales al aplicarse a
ndmeros racionales dan por resultado un ndmero racio-
nal, tenemos que dichas operaciones quedan bien defi-
nidas al restringirlas a elementos del conjunto @ de los
nimeros racionales (es decir, Q es cerrado respecto a esas

operaciones).

Como Q C R, s1, s2, ml, m2 y d se cumplen para
cualesquiera z,y, 2z € ®. Como 0,1€ @, se cumplen s3 y
m3. s4 se cumple porque el inverso aditivo de un ndmero
racional también es racional. m4 se cumple porque el
inverso multiplicativo de un niimero racional también es
racional. Por lo tanto, @ con la suma y la multiplicacién
usuales constituyen un campo.

b) El conjunto de los niimeros irracionales, I = R—@, no
es cerrado respecto a la suma (v2 — 2 = 0 € I) ni
respecto a la multiplicacién (v/2v/2 = 2¢1), es decir, no
son funciones de Ix 1 en II. Por lo tanto, ni siquiera se
pueden considerar como las operaciones requeridas para
definir como campo a II.

c¢) El conjunto Z de los nimeros enteros es cerrado respecto
a las dos operaciones (es decir, +,- : ZXZ — Z si son
funciones). Sin embargo, no se cumple m4 (27! ¢7), por
lo tanto, Z junto con esas operaciones no constituyen un
campo.

Definicion 2. El sistema numérico de los nimeros complejos
lo constituyen el conjunto

C={(z,y):z,yeR} (=RxR)

y las operaciones de suma y multiplicacién (funciones de CxC
en C) definidas a continuacién:

(x1,91) + (22,92) = (21 + T2, 91 + y2)
(z1,91)(72,¥2) = (T172 — Y1y2, T1Y2 + Y122)
2122
21+22
}
z2 \\N \
Z1 Zl\\‘ \,

Interpretacién geométrica de la suma y la multiplicacién de
dos nimeros complejos z1 = (z1,y1) ¥ 22 = (T2, ¥y2).

El sistema anterior es un campo.

2. Demuestre s3 y m3 para C.

Solucién: Debemos probar la existencia en € del neutro aditivo
y del neutro multiplicativo.

Prueba. (0,0) es el neutro aditivo, ya que para todo (z,y) €
C se cumple la igualdad (z,y)+(0,0) = (z,y). (1,0) es el
neutro multiplicativo, pues para todo (z,y) € C la igualdad
(z,9)(1,0) = (z,y) es vélida. O

3. Demuestre m4 para C, es decir, que todo (z,y) # (0,0)
tiene inverso multiplicativo.

Prueba. Sea (z,y) € C, (z,y) # (0,0), veamos que tiene in-

verso multiplicativo, es decir, que existe un nimero (u,v) que
satisface la ecuacion

(@, y)(u,v) =

Efectuando el producto que aparece a la izquierda de esta ecua-
cién, obtenemos la siguiente:

(1,0).

(zu — yv, yu + av) = (1,0),

misma que es equivalente al sistema (de incégnitas u y v)

zu—yv = 1
yu+zv = 0

que tiene solucién tnica, pues su determinante, z2 + 32, es
distinto de 0 porque (z,y) # (0,0). Aplicando las férmulas de
Cramer se obtiene que u = z/(2? + y?) y v = —y/(z®> +¥?), 0
sea que:

()
(.Z',y) ($2+y27$2+y2

4. Demuestre d para C, es decir, que la multiplicacién se
distribuye sobre la suma.
Solucién: Sean 21 = (z1,y1), 22 = (Z2,Y2) ¥ 23 = (3,y3); debe-
mos probar que z1(z2 + 23) = 2122 + 2123.
Prueba.

21 (22 + 23)

= (z1,91) ((z2,92) + (23,13))
= (21,y1)(@2 + 23,92 + ¥3)
= (z1(z2 + 23) — y1(y2 + y3), 1 (y2 + y3) + 1 (x2 + z3))
= (2122 + T1Z3 — Y192 — Y1Y3, T1Y2 + T1Y3 + Y122 + Y173)
= (z122 — Y1Y2, T1Y2 + y122) + (123 — Y1Y3, T1Y3 + y123)

= (z1,71)(22,92) + (21,91) (w3, ¥3)
= 2122 + 2123 O

Definicién 3. i = (0,1).

El subconJunto de © de los nimeros complejos de segunda
componente igual a 0, R = {(z,0) : z € R}, es cerrado res-
pecto a las operaciones: (x1,0)+ (z2,0) = (x1+22,0) €ER y
(z1,0)(x2,0) = (z122,0) €R. Ademds, estableciendo la corres-
pondencia uno a uno z < (z,0) entre R y R, se tiene que al
sumar o multiplicar en R los nimeros correspondientes a 1 y
s, se obtiene el nimero que corresponde a x1+x2 6 a T1x2,
respectivamente (se dice entonces que IR y R son isomorfos
respecto a la suma y a la multiplicacién). Debido a esto, R
y IR se pueden identificar y ver a R como una “copia” de R
incluida en € (es en este sentido que se considera a R como
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un subconjunto de €) y se conviene en escribir simplemente x
para denotar al nimero complejo (z,0).

C
R (£1,0)  (%2,0)  (z1+22,0) (z122,0)
R— 71 > IR 1T

La correspondencia = <+ (z,0) es un isomorfismo de suma
y multiplicacién entre IR y R (el eje horizontal). Dicho de
otra manera, la suma y la multiplicacién en C, restringidas
a R, se comportan como las respectivas operaciones en IR.

De acuerdo con lo anterior, la igualdad (0,1)(0,1) = (—1,0)
—confirmela— puede escribirse en la forma
i?=-1 (1)
y la igualdad (z,y) = (z,0) + (y,0)(0,1) —confirmela— ast:
(z,y) =z +yi

Esta dltima, justifica la notacién “x +yi”, la més utilizada para
representar al nimero complejo (x,y). Asi, las definiciones
de suma y multiplicacién se pueden escribir de la siguiente
manera:

(z1 4+ @2) + (y1 +y2)i (2)
(@122 — Y19y2) + (Z1Y2 + Y122)7 (3)

(.’171 + yﬂ) + (232 + 'ygi) =
(1 +y19) (22 + yo1) =

las que pueden recordarse facilmente, sumando y multiplicando
las expresiones algebraicas = + yi en la forma acostumbrada,
usando (1) para simplificar cuando se requiera.

Definicién 4 (de mddulo 6 tamafio de un nimero complejo).

I(z,9)| = Va? +y2.

Definicién 5 (de conjugado de un nimero complejo).

Z=2z 4)
zZzeR (5)
jof? = 27 ©)
S=np 70 (7)

5. Sean z1 = 2+4+3i, 20 =6 —iy 23 = V/2i. Efectuar las
operaciones siguientes, dando el resultado en la forma a + bi:
a) 21tz b)zi—z c)uz d)a+tz
e) 7 f)nzm g 4 h)2fZH

Solucién:
a) z1+20=(2+3i)+(6—14) =8+ 2.
b) 21 —20=(2+4+3i)— (6 —i) = —4+4i.
c) z120 = (24 3i)(6 — i) = 12— 3i® + —2i + 18i = 15+ 164 .

d) z14+23=(24+30) +v2i =2+ 3+ v2)i.

e) 7 =2i= V2.

£) 2173 = (24 3i)(6 — i) = (2+ 3i)(6 + i) = 9+ 20i.
g 2 -anm_ +30)6-1) _ 2+30)(6+1) _
2 222 (6—i)(6—i (6—14)(6+1)
_9+20i 9 ., 20,
37 T 3T t3ar
h) mtzm_ (6= +V2 _ 6= (1+V2)i _
zn - 2431 - 243 -

6 —(1+2)i)(2—3i) _
2+ 30)(2-30) -

_9-3v2 _ 20+2V2;
13 13 :

6. Efectuar las operaciones indicadas, dando el resultado en la
forma a + bi:

a) 2(1—i)+3(1+i)  b) (1—i)(1+i)

c) (3 — 4i)(—2 + 4i) d) 1/i
e) (1—14)/(1+1) f) (1+i)3

g) i" (neN) h) %% 4+ i7 + 46
)1+ t+0=-9)"1 A+ t-—1-49)1

Solucién:
a) 2(1—i)+3(1+
b) (1—d)(1+i)=2.

i) =2-2i+3+3i=5+i.

c) (3—4d)(—2+4i) =10+ 20i.
1_ 4 _ —i _
di=m-wy -
e) 1—i_ (A=9)0—d) _ —2i _ _,
T+i - Q+0pd—49) 2
f) (1+i)=14+3i+3i°+*=1+3i—3—i=-2+2.
g) Pa,rane{O 234}tenemos =1, =i, 2 =-1,
i®* =—i e i*=1. Todo nimero n se puede descomponer

enlaforman =4m+k,conm, k€N y k <4 (my k son
el cociente y el residuo ‘obtenidos al dividir n entre 4, es
decir, m=ndiv4d y k=nmod4). Entonces

1, sik=0;
n _ Am+k _ Amgk _ Avmik _ k) G sik=1;
i" =i Y = ()™ = .
(@) -1, sik=2
—i, sik=3.
es decir,

1, si nmod4 = 0;

n i, si nmod4 =1;
—1, si nmod4 = 2;

si nmod4 = 3.

h) 24—|—z _H _124m0d4_|_,l7m0d4+16m0d4_z —|—Z _H —

=1—7—-—1=—1.
i) (1+i);1+(1—i)_1 = it T = (1(fi)i)+(1(l—ﬁ)i) a
_ . N (=) —(1+4)
J) A+~ =(1—-i)~ = 1}Li_1li - ((1+Z)i)(1(—z')l)

=—1.
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7. Resolver las siguientes ecuaciones:

a) (2-5i)z=1 b) (1-2)z+3=0
c) 1+i)z—(1-9)=4 d)z+(1/2)=0 (2#0)

e) z—zZ=4i f) z+7z=4
Solucién:
a) 2= gtp = 55(2+ 5i)
b) 2 =-S5 = —$(1+2i)
) z=37L=2-3i
d) La ecuacién es equivalente a z? = —1, entonces z = +i.

e) Con z = z + yi, la ecuacién es (z + yi) — (z — yi) = 44,
equivalente a 2yi¢ = 4i, de donde se sigue que y = 2.
Entonces z =z + 2i (z€R).

f) Procediendo como en el inciso anterior, en este caso se
obtiene z =2+ yi (yeR).

8. Resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

(l—l) 21 + 21 Z9 = 3
4 oz 4+ (1—=i) 2z = 2+4i

Solucién: Los métodos de eliminacién y determinantes para
resolver sistemas de ecuaciones lineales con coeficientes y va-
riables reales se derivan de las propiedades que definen como
campo a R; puesto que C también es campo, tales métodos
también sirven para sistemas con coeficientes y variables en C.
Usemos determinantes para resolver el sistema dado:

A:‘lzi 12_i2. = (—2d) — (8i) = —10i,
AI:‘Q?H. 12_ii =3(1—14)—2i(2+4)=5-Ti,
Azz‘lf 2ii =(1-i)2+i)—12=-9—14,
2= % = 5__107; = %(7—!—51’),
zF%:__gl;ii:l—gi.

Dado z = (z,y) # 0, sus coordenadas polares se definen asi:
p=lzl 8)

arccos ﬁ, siy > 0;
6= T 9)
27 — arccos Zk siy <O0.

(z,y)

Las coordenadas polares del complejo z = (z,y) son la dis-
tancia p y el dngulo 6; si las de z1 son p;1 y 61 y las de 22 son
p2 v B2, entonces las del producto z12z2 son p1p2 y 61+6-.

La férmula (9) comprende dos casos porque arccos da valo-

res en el intervalo [0, 7] (es decir, arccos : [-1,1] — [0, 7]).
Si z = (z,y) es tal que y > 0 (primer caso), la grifica de z
es un punto que estd sobre el eje horizontal o arriba de éste,
por lo que le corresponde un dngulo de 0 a w. Perosi y < 0
(segundo caso), el punto z queda abajo del eje horizontal, por
lo que le corresponde un angulo 6 tal que 7 < 6 < 27, mismo
que se calcula como indica la férmula; en la siguiente figura se
ilustra este caso, para z = (—1,—1):

-1_3
arccos —= = 7
=UV2 4

z=(-1,-1)
Si z = (z,y) queda en el semiplano inferior, arccos(z/|z|) da

el dngulo del punto simétrico a z respecto al eje horizontal,
entonces al sustraer este dngulo a 27 se obtiene el dngulo de z.

{% Aunque un nidmero z tiene médulo dnico, no sucede asi con
su dngulo. La férmula (9) da el 4ngulo 6 tal que 0 < 6 < 27,
pero todos los de forma 8 + k(27) —con k € Z— corresponden
a z (son los dngulos que se obtienen agregando a 6 cualquier
nimero entero de vueltas completas).

z z

27 —2(27)

Si al dngulo 6 dado por (9) se le suma 27 un nimero entero de
veces, se obtiene un dngulo que también corresponde a z. La
figura ilustra los casos en que a 8 se le suma 27 y —2(2m).

Para z = 0, (8) da p=0, pero (9) no se puede aplicar. Se
conviene que en este caso § tome cualquier valor.

Las férmulas para obtener z y y dadas p y € son méas simples:

x = pcosf (10)
y = psenf (11)
Estas igualdades justifican la siguiente:
x4+ yi = pcosh +ipsenf
de la que obtenemos:
x + yi = p(cos@ + isen6) (12)

Al lado derecho de esta ecuacion se le conoce como “forma
polar” de z + iy. Al multiplicar dos nimeros escritos en forma,
polar se obtiene lo siguiente:

p1(cosB; +isenb;) pa(cosfy +isenby) =
= p1p2 ((cos 01 cos by — senfq senfs) +

+i(cos 6y sen > + sen 6y cosbh)) =
= p1p2(cos(6y + 62) +isen (6, + 62)) ;

este resultado se puede leer asi: “el producto del nimero de
coordenadas polares p; y 8, por el de coordenadas ps y 05 es
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el nimero de médulo p;p2 y dngulo 6, +65”, 1o que justifica la
interpretacién geométrica dada a la multiplicacion.

Se acostumbra abreviar escribiendo cisf en vez de cosf +
isenf, con lo que la férmula para multiplicar nimeros escritos
en forma polar queda asi:

p1cisf1  pocisfs = p1pscis (61 + 02) (13)
9. Graficar cada nimero y expresarlo en la forma pcis6:
a) i b) -1 c) —i d)1 e)l+i
f)1—-i g) -3 h)-2 i)V3+i j)-1+3i
Solucién:
i:cis% 1+i:\/§cis%
—1=cis7 1= rcis0 1
—i:cis377r l—z:ﬁciszf
a, b, cyd. eyf

—1+\/§i=2cis2§ Vit ocsT
- [

—2 =2cisw 1

R
—3i = 3cis o)

g hiyj.

La siguiente es una férmula en notacién polar para obtener el
inverso multiplicativo de pcisé (# 0, por supuesto):

1
(pcis) ™! = ;cis (-9), (14)
que es correcta porque, de acuerdo con (13),

1
pcisf Ecis(—@) = cis0 =cos0+isen0=1.

De (14) y (13) se obtiene que

isf
w = p—lcis(ﬂl —02).
pa2cisfs  po

10. Efectuar las operaciones indicadas:

a) 3cis (m/3) 2v/2cis (37 /4)
c) 2cis (5mw/6) 3cis(n/2)

b) 5cis (27/3) 4cis (7/3)
d) v2cis (7/4) V/3cis (57 /4)

2v/2 cis (37 /4) £) i (0)
©) “3as (/2) ) 3cis (n)
Solucién:
a) 6v/2cis (137/12). b) 20cisT.
c) 6cis (47/3) . d) V6cis (37/2).

e) (2v2/3)cis (n/4). f£) (7/3)cis(—n) = (7/3)cis ().

11. Efectuar las operaciones indicadas, dando el resultado en
la forma pcis 6:

a) (1+1i)3
O (V2 -+ Vi)

b) (V3 +1i)°
d) (=1 ++/3i)°

Solucién:
a) (1+10) = (V2cis (r/4))° = 2v/2cis (37/4) .
b) (v3+14)8 = (2cis (7/6))° = 64cis .
c) (V2+/2i)5 = (2¢is (r/4))° = 32cis (57/4).

d) (=1+v3i)° = (2cis (&))" = 32¢is (19T = 32cis (4F).

Teorema (de De Moivre). Paran€IN, (pcis0)™ = p™ cis (nf).

Demostracién (por induccién sobre n).

n=0) En este caso la ecuacién es (pcisf)? = p°cis (06), cierta
porque (pcis6)? =1y pcis(06) =1cisO=1.
n>0) Supongamos que vale para n (hipétesis de induccién) y
probemos que entonces vale para n + 1:
(pcis®)"H= (pcis)™ pcisd
= p"cis(nf) pcisf
= p"*lcis ((n + 1))

[por 2"+ =2"2]
[por hipétesis]
[por(13)] O

Este teorema permite probar el siguiente:
Teorema. Sea k€ C, k # 0, entonces la ecuacién

"=k (15)

con n€ N1 tiene las siguientes n soluciones, en que 7 y a son
las coordenadas polares de « (es decir, k = r cis a):

27
_) ,

zkzrl/"cis(%+k k=0,1,... (16)

,n—1.
n

Demostracién. Con z = pcisé, (15) queda asi:
(pcisf)” =rcisa,

igualdad que, por el Teorema de De Moivre, es equivalente a
p"cis (nf) = rcisa;

como dos nimeros complejos son iguales si y sélo si sus mdédulos

son iguales y la diferencia de sus dngulos es 27 multiplicado por
algin nimero entero, tenemos que

T

pt=r A nd =a+m(2r), meZ;

despejando las incégnitas, obtenemos:

p=rm" (17)
2

0=21m", mez. (18)
n n

El valor de p es tnico, pero la segunda ecuacién da una infini-
dad de soluciones para 6; sin embargo, éstas corresponden nada,
mas a los n nimeros complejos dados por (16), veamos porqué.
Al descomponer m en la formam =gn+k (¢€Z,0<k <n)
y sustituirla en (18) se obtiene:

a

2
0—n+k%+q(27r), g€Z,0< k<n;
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ahora bien, para cada k, los dngulos que se obtienen para los
distintos valores de ¢ corresponden todos al mismo ndmero
complejo, por lo que basta elegir s6lo un valor de ¢, digamos
q = 0, obteniendo asi las siguientes n soluciones para 6:

2
0=24k", 0<k<n;
n n
usando ésta y (17) se concluye que

2
rl/"cis(g-l-k—ﬁ), 0<k<n,
n n

son las n soluciones de (15). O
A las soluciones de (15) se les llama raices n-ésimas de k.
Gréaficamente, se encuentran colocadas sobre la circunferencia
de radio r'/™ centrada en el origen, partiéndola en n arcos
iguales (de dngulo 27 /n), como se ilustra en la siguiente figura:

20
21

SIe

rl/n Z4
22 2w

<3
Raices n-ésimas de un nimero complejo Kk = rcisa. La
grafica corresponde a un caso en que n = 5.

12. Encuentre y grafique, expresando los resultados en la for-
ma pcis 6:

a) Las raices sextas de —64¢

b) Las raices ctibicas de —8

c) Las raices cuartas de 16 — 16+/3i
d) Las rafces séptimas de 1 — ¢

Solucién: (En cada figura el circulo interior es de radio 1.)
a) 2z, = 2cis (T + k2F) b) z, = 2cis (§ + kZL)

k=0,1,...,5 k=0,1,2
21 %o
20

22 // \ \\

\ \

\ !

\ ’ /// 25 //
z3 5
z4 2

¢) 2k =2v2cis (3T + k2Z)  d) m = V2cis (T + k)

k=0,1,2,3 k=0,1,...,6
21
1 ///’ \\\\ 20
// \\ z2 4 \\
7 N / \
21 / N / |
I 1 I |
| | |
26
\ 7 \ /
z
\\ // 3 Z3 \ //
N ' \ 7/
ST o .
22 25— %5

13. Resuelva en C las siguientes ecuaciones:

a) 22 +27=0
c) 22 +125i =0

b) 25 —1=0
d) 2t —16i =0

Solucién: (Este ejercicio es como el anterior, s6lo planteado de

otra manera.)

a) z = 3cis (§ + k%T)
k=0,1,2

b) z; = cis (k%r)
E=0,1,....7

20 /,/c’g\\

22 I P

d) z = 2cis (§ + k2F)
k=0,1,2,3

21

29 ~_ 1.\
21 z9

23

14. Haciendo uso de la definicién e = cis#, demostrar las

siguientes igualdades:
a) senf = %Z-(ew —e %) b)cosh = %(ew +e7%)
Solucién: Recuerde que cos(—6) = cosf y sen (—6) = —sen:
a) e —e"? = cish— cis(—0)
cosf +isenf — (cos(—0) +isen (—6))
cosf +isenf — (cosf —isenb)
2isend

cisf + cis (—0)
cosf +isenf + (cosf — isenf)
2cosf.

b) ei0 + efia —




