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Teorema de Kleen

Un lenguaje L sobre el alfabeto X es regular
(puede expresarse mediante expresiones
regulares) si y solo si existe un FA con
alfabeto X que acepta L

—Parte 1: Si hay una ER que denota ‘L
entonces hay un FA que acepta a L

—Parte 2: Si hay un FA que aceptaa L
entonces existe una ER que denota a L

Dr. Luis Pineda, IMAS, UNAM, 2010

Podemos mostrar la equivalencia
usando cualquiera de los tres tipos de

FAs, pero una buena eleccion ayuda!
r. Luis Pineda, IMAS, l‘N-\M 2010

Semejanza entre ER & NFA-A
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iLa estrategia mas simple!

Si hay una FA para las partes de una RE, podemos
componer un FA que corresponde a la ER a partir de
FAs mas simples (utilizando transiciones-A)

Dr. Luis Pineda, IMAS, UNAM, 2010

Prueba del teorema: Parte 1
Todas las ER se construyen a partir de:

- ®, A & toda simbol @ € X

...Y las operaciones de composicion

— E+F, EF and E*

Composicion de automatas:

— Definir un FA para las partes basicas

— Definir la forma de un FA (esquematico)
para cada uno de los operadores

— Construir el FA en paralelo con la ER
correspondiente

Dr. Luis Pineda, IMAS, UNAM, 2010
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iLa estrategia mas simple!

En esta direccién necesitamos construir una ER
que tome en cuenta todas las cadenas de cualquier
longitud que el FA correspondiente acepta
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Prueba del teorema: Parte 1

D

Paratodoa e ¥ @L@
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El esquema de la concatenacion: EF
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El esquema de la cerradura: E _
La construccion

Con el FA para la ER basica
Con los esquemas de FAs para las operaciones

Construir un FA compuesto en paralelo conila
estructura de la ER!

Por ejemplo: Construir el FA que corresponde
ala ER (01)" + (10)"

Dr. Luis Pineda, IMAS, UNAM, 2010 Dr. Luis Pineda, IIMAS, UNAM, 2010

El FA para (01) El FA para (01)’
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Ejemplo: El FA para (01)" Ejemplo: El FA para (01)°
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El FA para (10)°
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EI'FA para (01)" + (10)°
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Teorema de Kleene

v'Parte 1: Si hay una expresion regular ER
que expresa el lenguaje L entonce hay
un FA que aceptaa L

e Parte 2: Si hay un FA que acepta alL
entonces hay una ER que expresa a L

Dr. Luis Pineda, IIMAS, UNAM, 2010
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EI'FA para (01)" + (10)
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Teorema de Kleene

v'Parte 1: Si hay una expresion regular ER
que expresa el lenguaje L entonce hay
un FA que acepta a L

Dr. Luis Pineda, IMAS, UNAM, 2010

Los conjuntos aceptados por un FA

Sea L c X" el lenguaje aceptado por el FA
M= (0, %, q, 4, d).
esto es:
L={xeXl"|d(qx)ed}
Sid = {q;...,q;} entonces L es la union de
un namero finito de conjuntos de forma
(uno por cada estado aceptor):

L={xeX8(x)=q&qe 4}

Dr. Luis Pineda, [IMAS, UNAM, 2010



Los conjuntos aceptados por un FA

Consecuentemente, existe una ER que
denota a cada uno de estos conjuntos!

También, si p & g son estados de un FA,
existe una ER para el conjunto:

Lp,q) ={xe '8 (p,x)=q}

Dr. Luis Pineda, IMAS, UNAM, 2010

Trayectoria a través de un estado

Asignamos un numero natural » a cada
estado del FA

La cadena x € X" representa una trayectoria
del estado p al estado ¢ a través del'estado s
si existen cadenas no-vacias y & z tales que:

-x=yz @, y)=s &8s, 2)=¢q
pHs>q

Dr. Luis Pineda, IMAS, UNAM, 2010

Trayectoria a través de un estado

Sea L(p, q, j) dondej > 0el lenguaje de
todas las trayectorias que pasan.a través de
un estado cuyo nimero no s mayor,que j

Hay 7 estados, por lo tanto:
Lp, g, n) = L(p, )

Dr. Luis Pineda, IIMAS, UNAM, 2010
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Los conjuntos aceptados por un FA
La ER que corresponde al FA es:
—La union de las ER
L(qoq) =x€ X' |8 (qox) = ¢ }
paratodo g € 4= {q;....q;}
Para encontrar la ER que corresponde a este
conjunto, construimos una ER para cada uno

de los lenguajes reconocidos en todas las
trayectorias de forma:

Lip,q) ={xe X' |&@p x)=q}

Dr. Luis Pineda, IMAS, UNAM, 2010

Trayectoria a través de un estado

Una trayectoria puede ir desde o hasta un
estado sin pasar a través de €l

P=q

Dr. Luis Pineda, IMAS, UNAM, 2010

Prueba de que L(p, q) es regular

La induccion:

—El lenguaje L(p, g, n) es regular si L(p, g, j)
es regular, para todo j tal que 0.5,/ <n

Dr. Luis Pineda, [IMAS, UNAM, 2010



Prueba de que L(p, g) es regular
La base inductiva:
—Paratodo p & ¢, L(p, ¢, 0) esregular

— Estos es, los lenguajes de todas las trayectoria
que no pasan a través de ningun estado en.cl FA
son regulares:

L(p,q, 0)c XU {A}
— El numero de estados es finito, por lo tanto; el
lenguaje L(p, g, 0), para todo p & ¢, es regular:

el numero de trayectorias que no pasan a traves
de ningun estado es también finito!

Dr. Luis Pineda, IMAS, UNAM, 2010

Prueba de que L(p, q) es regular

Una cadena x esta en L(p, g, k +1) six
representa la trayectoria de p-a g que pasa a
través de un estado no mayor quek + 1

Esto puede ocurrir de dos formas:

—Caso 1: La cadena no pasa a través 'del
estado k£ + 1, por lo que no pasa por ningun
estado mayor que k, entonces

xe L(p, q, k)

Dr. Luis Pineda, IMAS, UNAM, 2010

Prueba de que L(p, g) es regular
X =yzw
—ye Lp,k+1,k) Llega al estado £ + 1

pasa por &+ 1 una o ma

=

- we Lk +1,q,k) va del estado &+ 1 al estado ¢

X se construye con la concatenacion y la cerradura:

xe L(p, k+1,k) Lk +1, 4, k)

OO

Dr. Luis Pineda, IIMAS, UNAM, 2010
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Prueba de que L(p, q) es regular
La hipétesis de induccion:
-0<k
—Si para todo p & g tales que 1 <p& g <n
el lenguaje L(p, g, k) es regular

— queremos mostrar que L(p, ¢, k +1)es
regular

Dr. Luis Pineda, IMAS, UNAM, 2010

Prueba de que L(p, q) es regular

Caso 2: La cadena pasa por el estado £ + 1,

pero no por ningun estado cuyo niimero es
mayor que k+ 1:

X=yzw

OO
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Los dos casos

Caso 1:
-x€ L(p,q k)
Caso 2:
-x€ L(p, k +1, k)
Entonces:
L(p,q k+1)=
L(p, q, k)L

L(p, k +1, k) L(k +1,, k)

Dr. Luis Pineda, [IMAS, UNAM, 2010



Los dos casos
L(p, q, k +1) se construye con:
—Unidén
— Concatenacion
— Cerradura
Por lo tanto L(p, g, k +1) es regular!

Dr. Luis Pineda, IMAS, UNAM, 2010

La ER que corresponde a un FA

Dr. Luis Pineda, IMAS, UNAM, 2010

El caso base: r(p,q,0)

‘ {aeX|d(p,a)=q} sip#gq
L(p,q,0)= < _
{aeX|d(p, a)=q} W {A} sip=¢q

Dr. Luis Pineda, IIMAS, UNAM, 2010
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Y...?

La prueba es constructiva: nos da un algoritmo para
encontrar la ER que corresponde.a un FA:

{aeX | d(p, a)=q} si p#g
{aeX | d(p, a)=q} U {A} si p=4q

L(p, q, 0) =<

Lp,q k+1)=
L(p, q, k) U L(p, k +1, HL(k +1, k +1, k)"L(k +1,g, k)

Lip.q, m=Lp.q) & T UL(‘]oaQ)
qeA

Dr. Luis Pineda, IMAS, UNAM, 2010

La ER que corresponde a un FA

(a*ba’ba*)" ?
a’ + (ba‘ba’
a’ + (a’ba’b)»

Dr. Luis Pineda, IMAS, UNAM, 2010

La induccion: rlp,g.k + 1)

L(p,q k+1)=

L(p, ¢, k) U L(p, k +1, Lk +1, k +1, K)'L(k +1, g, k)

Dr. Luis Pineda, [IMAS, UNAM, 2010




La induccion: r(p,q,1)

Lpp,q k+1)=
L(p,q, k) U L(p, k +1,k)L(k +1,k +1,k)"L(k +1, g, k)

k=0,k+1=1
L(,1, )=L(1,1,0)uUL(1,1,0)L(1, 1, 0)*L(1, 1, 0)
=@+A)+@+AN@a+A@+A)

=q Dr. Luis Pineda, [IMAS, UNAM, 2010

La induccion: r(p,q,1)

Lpp,q, k+1)=
L(p,q, k) U L(p, k +1,k)L(k +1,k +1,k)"L(k +1, g, k)

Lk+1=1
L(1,2, 1)=L(1,2,0) U L(1, 1, 0)L(1, 1, 0)"L(1, 2, 0)
=b+(a+tA)a+ A)b

=b+a'b Dr. Luis Pineda, IMAS, UNAM, 2010

La induccién: r(p,q,1)

L(p,q, k+1)=
L(p,q, k) U L(p, k +1,k)L(k +1,k +1,k)L(k +1, g, k)

k=0,k+1=1
L(2,1, 1)=L(2,1,0)UL(2,1,0)L(1,1,0)"L(1, 1, 0)
=b+ba+A)@a+tA)

=b + ba’=ba’ Dr. Luis Pineda, IMAS, UNAM, 2010
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La induccioén: r(p,q,1)

Lp,q, k+1)=
L(p,q, k) O L(p, k +1, )Lk +1,k +1, k)*L(k +1, ¢, k)

k=0,k+t1=1
L(1,2, 1)=L(1,2,0) U L(1,1,0)L(1, 1, 0)"L(1, 2, 0)
=b+(a+ A)a+ A)b

=b+a'b Dr. Luis Pineda, IIMAS, UNAM, 2010

Simplificando...

Lp,q, k+1)=
L(p,q, k) O L(p, k +1, )Lk +1,k +1, k)*L(k +1, ¢, k)

k=0,k+1=1
L(1,2, 1)=L(1,2,0) U L(1,1,0)L(1, 1, 0)"L(1, 2, 0)
=b+(a+ A)a+ A)b

=b+a’b=a'b Dr. Luis Pineda, IIMAS, UNAM, 2010

La induccion: r(p,q,1)

A+a+ba’b

Lp,q k+1)=
L(p, q, k) U L(p, k +1, k)L(k +1,k +1, k)"L(k +1, g, k)

k=0,k+1=1
L(2,2, 1)=1(2,2,0) U L(2,1,0)L(1, 1, 0)"L(1, 2, 0)
=(a+tA)+ba+ A)b

=a+ A + ba’b Dr. Luis Pineda, [IMAS, UNAM, 2010




La induccion: r(p,q,1)

a
é@
b

Lpp,q k+1)=
L(p,q, k) O L(p, k +1,k)

1 a’

Lk +1,¢, k)

k=0,k+1=1
L(2,2, 1)=L(2,2,0) U L(2, 1, 0) L(1,2,0)

=@+ A)+ba+ A)b

=a+A+bub Dr. Luis Pineda, IIMAS, UNAM, 2010

La induccion: r(p,q,2)

r(p,1,1) r(p,2,1)

|
a

L(pp,q k+1)=
L(p,q, k) U L(p, k +1,k)L(k +1, k +1, k)"L(k +1, q, k)

k=1,k+1=2
L(1,2,2)=L(1,2, 1) U L(1,2, 1)L(2,2, 1)"L(2, 2, 1)
=a'b+ (a'b)(A + a + ba*b) (A + a + ba’b)

=REp, Dr. Luis Pineda, IMAS, UNAM, 2010

La induccion: r(p,q,2)

Lpp,q k+1)=
L(p,q, k) U L(p, k +1, )Lk +1,k +1,k)"L(k +1, g, k)

k=1k+1=2
L(2,2,2)=L(2,2, 1) UL(2,2, 1)L(2,2, 1)"L(2,2, 1)
=(A +a+ ba’b)+
(A +a+ ba*b)(A + a + ba’b) (A + a + ba’b)
=RE,,, Dr. Luis Pineda, [IMAS, UNAM, 2010;
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La induccioén: r(p,q,2)

r(p,2,1)

a‘b

ba” A+a+ba’b

Lp,q, k+1)=
L(p,q, k) O L(p, k +1, )Lk +1,k +1, k)*L(k +1, ¢, k)

k=1,k+1=2
L(1,1,2 (1,1, H) U L(1,2, )L(2,2, 1)'L(2,1, 1)
=a"+ (a"b)(A+ a + ba"b)"(ba”)

=RE,, Dr. Luis Pineda, IMAS, UNAM, 2010

La induccioén: r(p,q,2)

rp,1,1) | r(p.2,1)

a’b

Lp,q, k+1)=
L(p,q, k) O L(p, k +1, )Lk +1,k +1, k)*L(k +1, ¢, k)

—1Lk+1=2
2,1, 1)UL2,2,1)L(2,2, 1)’'L(2,1, 1)
=ba"+ (A +a + ba'b) (A + a + ba"b)*(ba®)

=RE;, Dr. Luis Pineda, IMAS, UNAM, 2010

La induccion: r(p,q)

r(p,2,2)

Condicion final de la induccion: L(p, g, n) = L(p, q) &
L=JL(4-9)
qeAd

L(1,1,2)=L(1,1, ) UL(1,2, )L(2,2, 1)L, 1, 1)
=a"+ (a*b)(A + a + ba*b)*(ba")

Dr. Luis Pineda, [IMAS, UNAM, 2010



La induccioén: r(p,q)

a a
. b .
b

L(1,1,2)=a*+ (a'b)(A + a + ba*b)*(ha’)

(a” + ba’ba’)" !
(@ + a’ba’b)’.!

Dr. Luis Pineda, IMAS, UNAM, 2010

La induccioén: r(p,q)

a a

o

b

L(,1,2)=a"+ (@b)A +a + ba*b)"(ba’)

Dr. Luis Pineda, IMAS, UNAM, 2010

La induccioén: r(p,q)

a a

b

L, 1,2)=a"+ (a"b)(A +a + ba"b) (ba’)

Dr. Luis Pineda, IIMAS, UNAM, 2010
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La induccion: r(p,q)

a a

&

L(1,1,2)=a"+ (a*b)(A +a + ba’b)*(ha’)

Dr. Luis Pineda, IMAS, UNAM, 2010

La induccioén: r(p,q)

a

L(1,1,2)=a"+ (a*b)(A +a + ba’b)*(ha’)

Dr. Luis Pineda, IMAS, UNAM, 2010

La induccion: r(p,q)

a a

L(,1,2)=a"+ (a*b)(A +a + bab) (ba’)

Dr. Luis Pineda, [IMAS, UNAM, 2010
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La induccioén: r(p,q)

a a

&3

b

L(,1,2)=a"+ (@b)A +a + ba"b)"(ba’)

Dr. Luis Pineda, IMAS, UNAM, 2010

La induccioén: r(p,q)

a a

028

b

L(,1,2)=a"+ (@b)A +a + ba’b)"(ba’)

La expresion que mejor refleja la
estructura interna del FA

Dr. Luis Pineda, IMAS, UNAM, 2010

Dr. Luis Pineda, IIMAS, UNAM, 2010

27/09/2010

La induccion: r(p,q)

a a

5

L(1,1,2)=a"+ (a*b)(A +a + ba’b)*(ha’)

Dr. Luis Pineda, IMAS, UNAM, 2010

Teorema de Kleene

v'Parte 1: Si hay una expresion regular ER
que expresa el lenguaje L entonce hay
un FA que acepta a L

v'Parte 2: Si hay un FA que aceptaa L
entonces existe una ER que denotaa L

Dr. Luis Pineda, IMAS, UNAM, 2010
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