Sesién 6

El lenguaje aceptado por un FA
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Funcion de transicion extendida
& permite moverse the un estado a otro con
un simbolo de entrada
4 nos da un medio para referirse o nombrar
al estado siguiente en términos del estado
actual y el simbolo de entrada:

~8(q.a)=p 8qa) P
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Relacion de referencia: Q

Estado
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Funcidén de transicion extendida

Un estado

Dr. Luis Pineda, IMAS, UNAM, 2010

01/09/2010

Funcién de transicion &

Paratodogen Q & a € ¥,8(q, a)=p
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Funcion de transicion extendida

Es muy conveniente centar con una
forma de referirse al siguiente estado en
funcion del estado actual y una cadena
de entrada:

-8(q,x)=p
El estado p al que se llega a partir del
estado actual ¢ y una cadena dada

La funcion de transicion aumentada &
nos provee de este medio de referencia!
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Funcion de transicion extendida 6°

Paratodogde Q & xe X%, 8%(q, x) =p
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Definicién formal de &*

SeaM = (0, %, gy, A, 8) un FA
Definimos la funcién 8*: 0 xX*— QO
como sigue:

—Paratodoge Q,8(q, A)=¢q

—Paratodo g € Q & cualquier y € £
& un simboloa € £

8" (q, ya) = 0(8%(q, y), a)
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Operacién de &°

OO

8°(qo, abc) = 8(87(qy, ab), ¢)
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Operacién de &

B

8"(qo, abc) = 8(8"(qy, ab), c)
=3(8(8"(gy, a), b), ¢)

Pero 6" no esta definida para cadenas de un
solo caractér:

8'(q, ya) = 8(8%(q, y), a)
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Operacién de &*

O )

8%(qq, abc) =
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Operacién de &*

L=

8%(qo, abc) = 8(8%(q,, ab), ¢)
= 3(3(8°(qq, a), b), ©)
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Operacion de &*

OO
8%(q, abc) =08(8°(qy, ab), ¢)

= 8(5(8*((]0: a), b), c)
= 3(3(8°(q, Aa), b), ¢)

Pero ... podemos usar la identidad de la
concatenacion!
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Operacién de &°

8°(qo, abc) = 8(87(qy, ab), ¢)
=08(8(8°(qq, @), b), ©)
=3(8(8(qo, Aa), b), ©)
=3(8(3(8°(qy, M), a), b), c)

Usando la defincion de 6"
8*(q, ya) = 8(8%(q, ), @)
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Operacién de &°

8°(qo, abc) = 8(87(qy, ab), ¢)
=8(8(8°(qq, @), b), ©)
=3(8(8(qo, Aa), b), ©)
= 5" (q A), a), b), ©)
= 8(8(8((/(» a), b), ¢)
Usando la condicién basica: 8°(q, A) =g

Con esto hemos reducido 6" a una composicion
de 8s
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Operacién de &

OO

8"(qo, abc) = 8(8"(qy, ab), c)
=3(8(8"(gy, a), b), ¢)
= 8(8(8%(qp Aa), b), ¢)
=3(8(8(8°(qq, A), a), b), ¢)
= 8(8(8((]0’ a), b), ¢)
=03(8(q,, b), ¢)
= 8((13: )
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Operacién de &*

u@bc

8%(qo, abc) = 8(8%(q,, ab), ¢)
= 3(3(8(qq, a), b), ©)
= 8(5(8*((]0: Aa), b), ¢)
= 8(8(3(8°(90. M), @), b), ©)

Nada inusual: aplicamos la identidad de la

concatenacion
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Operacién de &*

a@bc

8%(qo, abc) = 8(8%(q,, ab), ¢)
= 3(3(8(qq, a), b), ©)
= 8(5(8*((]0: Aa), b), ¢)
= 3(8(3(8°(gg, A), @), b), ©)
=03(8(8(qy, @), b), ©)
=0(3(q,, b), ©)

Dr. Luis Pineda, IMAS, UNAM, 2010

Operacion de &*

OO0

8°(q,, abc) =8(8°(q,, ab), ¢)
= 8(8(87(gq, a), b), ©)
= 8(8(8"(qy, Aa), b), ©)
=3(3(3(3"(g0 M), @), b), ©)
= 8(8(8(qq, a), b). )
=8(8(qy, b), ©)
=03(¢, €)

K]
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Como consecuencia de la
definicion de &*

Composicidn de transicion de cadenas:

8(q, xy) = 8'(8°(g, x), )
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Pero ...

Esta definicion no dice que L es aceptado
por M si todas las cadenas de L son
aceptadas por M

Si fuera asi, M podria aceptar también
cadenas que no estan en L!

Un FA acepta un lenguaje si
—Acepta todas las cadenas en L

—Rechaza todas las cadenas en su
complemento
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TEOREMA de Kleen

Un lenguaje L sobre el alfabeto X.es
regular si y s6lo si existe un FA con
alfabeto de entrada X que acepta a [,
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El lenguaje aceptado por un FA

Sea M = (0, X, gy, 4, &) un FA

x € X" es aceptado por M Si 8*(q,, x).€ 4

Si una cadena no es aceptada por M, se rechaza!

El lenguaje aceptado o reconocido por Mes el
conjunto:

—L(M) = {x e £*| x es aceptada por M}

Si L es cualquier lenguage sobre X, L es aceptado, 0
reconocido, por M siy solo si L = L(M)
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Relacion entre FAy RE

Si esto es verdad (y no les quepa la
menor duda), las expresiones regulares y
los automatas de estados finitos son
representaciones equivalentes: Si una ER
denota aun lenguaje, existe un FA que
acepta dicho lenguaje!

— ER son representaciones declarativas

—FA son representaciones procedurales
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Cadenas diferenciantes

@ Y
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Cadenas diferenciantes

@ Y
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Cadenas diferenciantes

Ejemplo: L = {w | |w| es par}

— Cualquier cadena z de longitud par
distingue las cadenas de longitud par en L,
de las cadenas de longitud non, que'no
estan en L

— L parte al universo de las cadenas en'dos
clases equivalentes:

e Las cadenas de longitud par

e Las cadenas de longitud non
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Cadenas diferenciantes

OO
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Cadenas diferenciantes

La cadena z diferencia a todas las cadenas x
de las cadenas y en relacion al lenguaje
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Cadenas diferenciantes

Si z no diferencia a x de y...
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Cadenas diferenciantes

Todas las x y todos las y
son equivalentes en relacion al lenguaje
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Cadenas diferenciantes
Sea L un lenguaje en X & x € X*
Sea L/x un conjunto de cadenas tal que:
—Lix={ze X' |xze L}

Dos cadenas x & y son diferenciables con réspecto a
Lsi

—Lix#LYy

Toda cadena z tal que xz € L & yz ¢ L o viceversa,
distingue (diferencia) a x & y con respecto a L

Si L/x = L/y, x & y son indistinguibles (equivalentes)
con respecto a L
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Cadenas diferenciantes
Ejemplo:
—L={w||w| es par}
— Cualquier cadena z de longitud par
distingue las cadenas de longitud paten L,

de las cadenas de longitud non, que no
estan en L

—Lix={ze X |xze L}

—Si x| es non |xz| también es non (|z| es par)
&xze¢ L
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Cadenas diferenciantes
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Cadenas diferenciantes

Para mostrar que x and y son diferenciantes
con respecto a L

—Encontrar z tal que xz€ L PERO yz ¢ L o
— Encontrar z tal que yz € L PEROxz'&,L

— Entonces z esta en L/x o L/y pero no.en
ambos!
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Cadenas diferenciantes

Lema:
~SeaLc X &M =(Q, %, ¢y A, d) es un
FA que reconoce L.

—Si x & y son cadenas en X diferenciables
con respecto a L (en relacion a la cadena
diferenciante z), entonces:

8%(qq x2) #8°(q, y2)
—iUn estado es aceptor pero no el otro!
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Prueba del lema

Un estado es aceptor pero-no el otro:
~8%(qq, x2) #0°(q0, y2)

Los estados alcanzados a partir de ggeon xz
& con yz son, respectivamente:

~8%(qp x2) =8 (8'(qp, X), 2)

-8%(qo y2) =8"(8°(q0, ), 2)
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Teorema

Supongamos que L X y para cierta n, hay
n cadenas en X*, tales que cualquier par
formado por estas cadena es distinguible
(diferenciable) con respecto a L.

Entonces, todo FA que reconozca a L'debe
tener cuando menos » estados.
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Prueba del teorema

Supongamos que x,, X,, ..., X, son n cadenas,
tales que cualquier par formado por éstas es
distinguible con respecto a L

Entonces, si M = (0, Z, gy, A, 8) essun FA
con menos de n estados NO todos los estados
~8%(qo, X))

~8%(qo, X2)

. 6*((10’ Xn)
son diferentes!

1AS, UNAM, 2010
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Prueba del lema

Ahora bien, si z es una cadena diferenciante:
—-8%(8"(qq x), 2) 0" (8°(q¢, ¥),2)

Entonces:

-8%(qp, x) 8 (g0 »)

Esto es: x & y llevan a M desde ¢, a estados
diferentes!
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Cadenas diferenciantes
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Prueba del teorema
Ya que para algun i #7,
(g0, x;) = 8°(q0, X))
Pero, dado que x; & x; son diferenciables con

respecto a L, se sigue del lema que M'no
puede reconocer a L
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¢ Cuando unlenguaje no es regular?

El teorema de las cadenas diferenciantes nos
permite determinar cuando un lenguaje no es
regular

Si existe un numero infinito de cadenas,tales que
cualquier par formado por las mismas'es
distinguible con respecto a L, cualquier FA que
acepte L debe tener un niimero infinito de
estados...

Pero la “F” de “FA” quiere decir FINITOS

Por lo tanto, ningtin FA puede aceptar un
lenguaje con un numero infinito de cadenas

o o ol
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Un lenguaje no aceptado por un FA
Caso 1: |x| =|y| & seaz=x"
—Entonces xz =xx" es una palindrome
-Six=0101 & y=1111

z=x"= 1010 & xz = 01011010x(pal)
—Pero yz no lo es:

yz=11111010
—z = x" distingue a x de y para cualquier
— Cualquier cadena puede distinguirse de

todas las demas de su misma longitud con
respecto a pal
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Un lenguaje no aceptado por un FA

Seleccionamos w (asegurandonos que yz ¢ pal):

—yww'x" & pal 0 y,y,ww'x" & pal

— Consideramos que |y,| = |x| porlo que y,
podria ser x (e.g. xy,ww'x")

—Escogemos una w tal que |w| = |y,| pero
y,Www' & pal

—Por lo mismo basta con que w #y, (en
caso de que accidentalmente w € pal ya
que www'" seria una palindroma)
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Un lenguaje no aceptado por un FA

El lenguaje pal sobre L= {0, 1} no se
acepta por ningin FA y porlo tanto, no es
regular

Palindrome: eva ama ave
—Palindromes: A, 0,1, 0110, 11011

Prueba: Mostramos que cualquier par de
cadenas x & y en {0, 1}" son diferenciables
con respecto a pal
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Un lenguaje no aceptado por un FA

Caso 2: [x| # |[v| & asumimos [x| <|y|
—Seay =y,y, donde |y,| = |x|
—Buscamos una z tal que:
xz € pal pero yz ¢ pal
— Cualquier z de forma:
zZ=ww'x"
satisface xz € pal
—Esto es: xz=xww'x" (i.e. xPx")

Dr. Luis Pineda, IMAS, UNAM, 2010

Un lenguaje que no es aceptado por un FA
Caso 2: |x| # [y| & asumimos [x| < |y|
—(e.g.x=010&y
—Escogemos w=10 (i.e. w #)3)

— Consecuentemente xz = xww'x"
(i.e. xwwx”=0101001010)

—Peroyz =y v,z = yy,ww'x"
(i.e. 101011001010)
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Cada cadena se puede diferenciar Cadenas diferenciadoras
con respecto a pal (Cuantas clases diferentes -hay en un lenguaje?

0 3 Para L = {w | |w| es par} hay dos clases de
cadenas: pares y nones

Una s6la cadena (par) basta para distinguina

@/&/ las dos clases
@A)
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Los lenguajes aceptados por FA

Cadenas diferenciadoras
(Cuantas clases diferentes hay en un lenguaje?
Para el lenguaje de las palindromes:
—Necesitamos una z para clasificar aicada
cadena con respecto a pal

—Hay un niimero infinito de cadenas y para
cada una de ellas podemos construir una
palindrome

—Hay 7 clases de cadenas con respecto a pal,
cada una de ellas con una s6la cadena!
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