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1. Semantica de la légica de predicados

La seméntica de la logica de predicados es mas complicada que la de la logica proposicional
ya que contamos con términos y férmulas. La verdad de una férmula de la 16gica de predicados
depende de los valores de los términos, los cuales a su vez dependen del universo de discurso. En
légica de predicados tendremos un niimero infinito de evaluaciones, llamadas modelos, a considerar.

En la nota pasada estudiamos al sistema de deduccién natural para la logica de predicados,
la semantica provee una caracterizaciéon de la logica diferente pero equivalente. Al decir que son
equivalentes queremos decir que podemos demostrar para el sistema de deduccién natural los
teoremas de correctud y completud.

En el sistema de deduccién natural, el objeto basico es una demostracién. La deduccion natural
da una caracterizacion positiva de la 16gica, pero no es 1til para obtener evidencia sobre afirmaciones
de la forma ‘I' F 1 no es valida’. La semantica, por otro lado, opera en la direccién opuesta.
Demostrar que 1@ no es una consecuencia de I' es sencillo. Es decir, la semantica ofrece una
caracterizacion negativa de la légica, asi obtener evidencia sobre afirmaciones de la forma ‘T" £ ¢’
es mas sencillo que llegar a I' |= 9.

Es importante que estudiemos tanto el sistema de deduccién natural como la semantica.

1.1. Modelos

Tenemos que reflexionar sobre el significado de YV y dx, sus dependencias y los valores concretos
de los argumentos en los predicados P(t1,ts, ..., t,). El problema es que las variables son posiciones
para cualquier, o algin, valor no especificado. Tales valores pueden ser de cualquier clase.

Si nos encontramos con una férmula Jy 1, tratamos de encontrar alguna instancia de y tal que
1 se cumpla. Si tenemos éxito, Jy 1 se evalia a T; de otro modo, regresa L. Evaluar Vx ¢ consiste
en demostrar que ¢ se evaliia a T para todo valor posible de z; si tenemos éxito, Vx ¢ se evalua a
T; de otro modo, regresa L. Tales evaluaciones requieren de un universo fijo de valores concretos.
El valor de verdad de una férmula en logica de predicados depende de la eleccion especifica de
valores y el significado de los simbolos de predicados y de funcién involucrados, esto constituye un
modelo.

Definicién 1.1. Sea F un conjunto de simbolos de funciones y P un conjunto de simbolos de
predicado. Un modelo M del par (F,P) consiste de:
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1. Un conjunto no vacio A, el universo de valores concretos.

2. Para cada simbolo de funcién nula, i.e., simbolo de constante, ¢ € F, un elemento concreto

cM de A.
3. Para cada simbolo f € F con aridad n > 0, una funcién concreta fM : A" — A,

4. Para cada P € P con aridad n > 0, un subconjunto P C A" de tuplas de n elementos

sobre A.

Los simbolos ¢, f v P son sélo simbolos, mientras que ¢, f™ y P denotan un elemento
constante, una funcién concreta y una relacion especifica en un modelo M, respectivamente.

Es crucial darse cuenta de que la nocion de modelo es extremadamente flexible y abierta. Todo
lo que se necesita es elegir un conjunto no vacio A, cuyos elementos modelan objetos concretos
o reales, y un conjunto de funciones y relaciones, una para cada simbolo de funcién y predicado,
respectivamente. Si acaso se restringe a que las funciones y relaciones concretas sobre A tengan el
mismo nimero de argumentos que sus correspondientes simbolos sintacticos.

Como disenadores de modelos, tenemos la responsabilidad de escoger nuestros modelos sabia-
mente, ya que deben representar de manera precisa lo que deseamos modelar, pero deben ignorar
aspectos del mundo que son irrelevantes.

Interpretamos férmulas con relacion a un ambiente. Intuitivamente, un ambiente es una tabla

de busqueda para todas las variables; una tabla de busqueda [ asocia a cada variable x una valor
[(x) del modelo.

Definicién 1.2. Un ambiente para un universo A es una funcion [ : var — A del conjunto var de
variables en A. Denotamos por [[x — a] el ambiente en el que a x le corresponde a, y a cualquier
otra variable y le corresponde {(y).

Definicién 1.3. Dado un modelo M para un par (F,P) y un ambiente [/, definimos la relacién de
satisfaccion M |=; ¢, para cada férmula ¢ definida sobre el par (F,P) y ambiente [, por induccién
sobre ¢ como se ilustra abajo. Si se cumple M |=; ¢, decimos que ¢ se evalia a T en el modelo
M con respecto al ambiente (.
P:  Sipesdelaforma P(ty,...,t,), entonces interpretamos los términos ¢y, ..., t, en el

universo A al reemplazar simbolos de constantes y funciones por los valores asignados

en M, y todas las variables por sus valores correspondientes en [. Asi encontramos

valores concretos ay,...,a, de A para cada uno de estos términos. De modo que

M |5 P(ty,...,t,) se satisface syss (a1, ...,a,) estd en el conjunto PM

Va:  La relacién M |=; Vax ¢ se satisface syss M =54 ¢ se satisface para toda a € A.
3
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La relacion M |=; 3z ¢ se satisface syss M =554 ¢ se satisface para alguna a € A.
La relacién M |=; -y se satisface syss no es el caso que M |=; ¢ se satisface.

La relacién M | ¢1 V 9 se satisface syss M | o1 0 M = o se satisface.

La relacion M =, @1 A o se satisface syss M = o1 vy M |5, @9 se satisfacen.

L > < 2

La relacion M =, ¢ — @9 se satisface syss M = o se satisface siempre que
M = ¢y se satisface.

1

La relaciéon M |, ¢1 <> ¢ se satisface syss M | o1 y M ;| ps ambos se
satisfacen o ambos no se satisfacen.



Se puede demostrar por induccién estructural que M |=; ¢ syss M =y ¢, siempre que [ y I’
sean dos ambientes idénticos sobre el conjunto de variables libres de ¢.

Definicién 1.4. Sea ¢ una féormula de la légica de predicados. Si ¢ no tiene variables libres,
entonces es un enunciado

Con el enunciado ¢ concluimos que M |=; ¢ se satisface, o no, sin importar la eleccién de I.
Asi que para enunciados ¢ excluimos al ambiente [, ya que es irrelevante, y escribimos M = .
Por lo anterior, la utilidad de un ambiente es latente cuando se requiere conocer el valor de las
variables libres. Asi que podemos restringir los ambientes para que asignen valores Unicamente a
variables libres dentro de la férmula.

2. Consecuencia légica

Definicién 2.1. Sea I' un conjunto (posiblemente infinito) de férmulas en légica de predicados y
¥ una formula en dicha légica.

1. La férmula 1 es satisfacible syss hay un modelo M y un ambiente [ tal que M |=; ¢ se

satisface. Por ejemplo, la férmula def P(a,y) se satisface tomando como modelo a M,

donde AM &N, oMy pM & {(z,y)| = <y}; ademads, I(y) = 100.

2. La férmula ¢ es verdadera en M syss para todo ambiente [ se satisface M |=; 1. Por

ejemplo, la formula o P(a,y) es verdadera en el mismo modelo que el del punto 1, ya
que se satisface M |=; ¢ para todo ambiente .

3. La férmula v es valida syss M |=; ¢ se satisface para todos los modelos M y ambientes [

en los cuales podemos darle sentido a 1), en tal caso escribimos = . La férmula ¢ o P(a,y)
no es valida, pero las férmulas =3z ¢ <> Vz -y, 3z (B(z) — VyB(y)) v (Vz (P(z) —
Jy Q(y))) — (V;E Jy (P(x) — Q(y))) si lo son, como se mostrara en los ejemplos al final de
la nota.

4. El conjunto I' es consistente o satisfacible syss existe un modelo M y un ambiente [ tal que
M =, ¢ se satisface para todo ¢ € T

5. La consecuencia légica I' = 1) se cumple syss para todo modelo M y ambiente [, si M |=; ¢
se satisface para toda ¢ € I', entonces también M |=; 9 se satisface.

Observe que el simbolo |= estd sobrecargado: denota la satisfaccién de una férmula por algin
modelo ‘M |= ¢’ v la consecuencia légica ‘@1, ..., ¢, E ¥

Ademas, considere que al verificar 1, @9, ..., ¢, E 1, hay que comprobarlo para todos los
posibles modelos, es decir, todos los modelos que tienen la estructura adecuada (funciones y predi-
cados con el nimero correcto de argumentos). Esta tarea es imposible de realizar mecanicamente.
Esto se debe contrastar con la situacién en légica proposicional, donde las tablas de verdad de las
proposiciones involucradas fueron la base para determinar la consecuencia logica.

Sin embargo, a veces podemos argumentar que ciertas consecuencias logicas son validas. Ha-
cemos esto proporcionando un argumento que no depende del modelo en cuestién. Por supuesto,
esto funciona solo para un nimero muy limitado de casos. Veamos un ejemplo.



Ejemplo 2.2. Justifique la siguiente consecuencia légica:
Ve(P(z) = Q(x)) E VaP(z) = YaxQ(x)

Sea M un modelo que satisface Yz (P(x) — Q(z)). Por demostrar que M satisface Ve P(x) —
Va@Q(z). Analicemos los siguiente casos:

» No todo elemento de nuestro modelo satisface P, entonces M satisface Ve P(x) — VzQ(z)
pues el antecedente de la implicacion es falso.

» Todo elemento de nuestro modelo satisface P, como M satisface Vo (P(x) — Q(z)), se tiene
que cada elemento del modelo satisface () también.

Por consiguiente, M satisface Vx P(z) — YaQ(z).

. Qué hay de la consecuencia légica inversa? jEs VzP(x) — VzQ(z) E Va(P(z) — Q(z))
vélido también? No es el caso, supongamos que M’ es un modelo que satisface Ve P(z) — VzQ(z).
Si A’ es el universo, y Py Q™' son las interpretaciones correspondientes de Py (@, entonces
M’ = VaP(z) — VzQ(z) dice que si PM es igual a A’, entonces Q™ también debe ser igual
a A’. Sin embargo, si P no es igual a A’, entonces esta implicacién es trivialmente verdadera.

Como no se cuentan con restricciones adicionales sobre nuestro modelo M’, podemos construir el

contraejemplo siguiente: sea A’ < {a,b}, PM o {a} y QM o {b}. Entonces M’ |= VaP(z) —

VzQ(x) es cierto, pero M' =V (P(x) — Q(x)) no lo es.
A continuacién se presentan algunas ideas y definiciones que seran utiles en notas futuras.

Definicién 2.3. Sean M un modelo y ¥ una férmula de la légica de predicados. Decimos que v
es falsa en M syss =) es verdadera en M.

Asi, una féormula 1 no es verdadera si es insatisfacible en algin ambiente, es decir, 1) no es
verdadera si —1) es satisfacible en ‘algin’ ambiente. Pero para afirmar que ¢ es falsa tendriamos
que demostrar que —1) es satisfacible en ‘todos’ los ambientes posibles. Por lo tanto, la nocién de
falsedad es mas fuerte que la nocién de no ser verdad.

Proposicién 2.4. Sean M un modelo y ¢ una férmula de la légica de predicados. Escribimos V¢
como la cerradura universal de ¢, es decir, la férmula obtenida al ligar mediante cuantificadores
universales a todas las variable libres de . Entonces,

¢ es verdadera en M syss Vi es verdadera en M.

La cerradura universal de una férmula es un enunciado, por lo que razonar sobre su verdad es
mas simple puesto que los enunciados se comportan del mismo modo que las férmulas proposicio-
nales, como lo indica la siguiente proposicién:

Proposicién 2.5. Sean ¢ un enunciado y M un modelo. Entonces, se cumple una y sélo una de
las siguientes condiciones:

1. ¢ es verdadera en M.
2. v es falsa en M.

Corolario 2.6. Si ¢ es un enunciado, entonces ¢ es falso si y solo si p no es verdadero en M.
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Por ultimo, notemos los siguiente referente a la validez en légica de predicados: Dada una
formula ¢ en ldgica de predicados, sse satisface = @, st 0 no?

Teorema 2.7. El problema de decision de la validez en logica de predicados es indecidible: no
existe un algoritmo (o programa) tal que, dada cualquier ¢, decida si = ¢.

Ejemplo 2.8. = -3z ¢ <> VYV —p
Sea M un modelo y ¢ un ambiente.

ME,-Jze & M dxe
< no existe a en el universo tal que M ):g[z,_)a] %)
< para todo a en el universo tenemos M l}’ég[x._m} %)

&< para todo a se cumple M =)~
= M }:g Vz —Q.

Ejemplo 2.9. Vamos a demostrar la existencia del dios Baco quien tiene la propiedad de que si él
bebe, entonces todos beben, es decir, = Jz (B(x) — Yy B(y)). Sea M un modelo y ¢ un ambiente,
veamos que se satisface M =, Iz (B(x) — Vy B(y)), es decir, se cumple M =y, (B(z) —
Vy B(y)) para algin b en el universo A. Tenemos dos casos:

» BM = A. Se tiene M |=p,,q) B(y) para toda a € A. Asi, M =, Vy B(y). Como Vy B(y) es
un enunciado, tenemos que M =5 Yy B(y) con b un elemento del universo, sabemos que
hay al menos uno porque el universo no es vacfo. Asi se cumple M =, (B(x) = Vy B(y)).

» BM £ A. Se tiene un individuo del universo que no cumple B. Sea b tal individuo, de modo

que M oy B(x), en tal caso M =y (B(x) — Yy B(y)), pues el antecedente de la
implicaciéon se evalia a falso.

Por lo tanto, se satisface M =, 3z (B(x) — Yy B(y)).
Ejemplo 2.10. Demuestre que la férmula (Vz (P(z) = 3y Q(y))) — (Vz Iy (P(z) = Q(y))) es

valida.

Sea M un modelo y ¢ un ambiente. Supongamos M =, Vx (P(z) — Jy Q(y)), es decir, para
toda a € A se cumple M =550 P(x) = JyQ(y).

Vamos a suponer ademds que M =4 P(2), entonces M =ypq Fy Q(y). Asi, hay una
b e Atal que M ey QY), luego M |=ypsq Q(b). Llegamos a que si M =y P(2),

entonces M |=yza) Q(D), esto es M =ypsq) P(z) = Q(D).

Actualizando el ambiente con y +— b, tenemos M |=¢psay) P(x) — Q(y). Por lo tanto,
M Eose) Fy (P(x) = Q(y)). Esto se vale para toda a € A, de manera que M |=, Vo Jy (P(z) —
Q).

Ejercicio
Considere los siguientes tres enunciados:

®1 déf VJTP([L’,QZ')

2 = VaVy(P(z,y) - Py, z))
w3 = VeVyVz((P(x,y) A P(y,z)) — P(z,z2))
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los cuales expresan que el predicado P® es reflexivo, simétrico y transitivo, respectivamente.
Muestre que ninguno de estos enunciados es consecuencia logica de los otros dos, escogiendo para
cada par de enunciados un modelo que los satisfaga, pero no al tercer enunciado. Es decir, se pide
encontrar tres relaciones binarias, cada una satisfaciendo solo dos de estas propiedades.



