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1. Interpretacién de clausulas

Una clausula A : -By, ..., B, de PROLOG tiene una interpretacién declarativa y una interpre-
tacion operacional.

Declarativa A es valida si B; y ... y B, son validas. Esta interpretacion permite discutir la
correctud de la clausula.

Operacional Para ejecutar A basta ejecutar By y ...y B,. Esta interpretacién permite considerar
a la clausula como la definiciéon de un proceso.

En esta nota determinaremos que ambas interpretaciones son equivalentes, para lo cual nece-
sitamos de los siguientes dos conceptos.

Definicién 1.1. Sea P un programa y GG una clausula meta. Una sustitucion ¢ para las variables
en G es una sustitucion de respuesta correcta si P = V(—G#), donde la cuantificacién universal se
toma sobre todas las variables libres en —~G#.

Una sustitucion de respuesta correcta para P y G corresponde a una consecuencia logica par-
ticular del programa, y es entonces un significado declarativo del programa.

Definicién 1.2. Sea P un programa y G una clausula meta. Una sustituciéon o es una sustitucion
de respuesta computada para P U G syss existe una refutacion SLD de longitud n con unificadores

mas generales fig, . .., tin—1 tales que o = fig - fln—1|var(e)

Es decir, o es una sustitucion de respuesta computada para P U G syss o es la restriccion de
la composicién de los unificadores de una refutaciéon SLD para P U G. Una respuesta computada
corresponde al resultado del proceso de inferencia por parte del sistema. Las sustituciones de
respuesta computada son aquellas que el intérprete de PROLOG devuelve al usuario.

Asi que estudiaremos la relacién entre la sustitucion de respuesta correcta y la sustitucion
de respuesta computada. Vemos que el significado de un programa logico se debe dar mediante
el conjunto de sustituciones, ya sean sustituciones de respuesta correcta o respuesta computada.
Dado un programa logico P, podemos asignarle dos significados:

Declarativo: el significado de un programa légico P es el conjunto de todas las consecuencias
logicas del programa, nocién asociada a las sustituciones de respuesta correcta.

“Esta nota se base en material elaborado por el prof. Favio Miranda.



Operacional: el significado de un programa légico P es el conjunto de todas las refutaciones SLD
a partir del programa, nocién asociada a las sustituciones de respuesta computada.

En concreto, estudiaremos conceptos y resultados que nos permitan concluir que de toda con-
secuencia logica atomica de P podemos obtener una refutacion SLD, y viceversa. Es decir, veremos
que el método de resolucién es completo y correcto para el caso de férmulas atomicas.

2. Universo y Modelos de Herbrand

Definicién 2.1. Sea £ un lenguaje de primer orden. El universo de Herbrand de L se define como
el conjunto H, de los términos cerrados de L, es decir,

He={t|t € L ytesun término cerrado}

Si en £ no hubiera constantes, se agrega una para poder formar el universo de Herbrand.

Definicién 2.2. Sea £ un lenguaje y H su universo de Herbrand. La base de Herbrand B, de L se
define como el conjunto de formulas atomicas cerradas, es decir, el conjunto de férmulas atémicas
cuyos argumentos pertenecen al universo de Herbrand de L.

Definicién 2.3. Dado un programa logico IP definimos el universo y la base de Herbrand, denotados
como Hp y Bp respectivamente, como:

He =der Hep) Bp =gt B (p)

Definicién 2.4. Decimos que un modelo M de un lenguaje £ sobre el universo H, es un modelo
de Herbrand syss cumple lo siguiente:

» Para todo simbolo de constante ¢, se cumple ¢M = c.
» Para todo sfmbolo de funcién f de aridad n, se cumple f™M(¢y,...,t,) = f(ti,.. ., tn)

» Para todo sfmbolo de predicado P de aridad n, se tiene que PM C H7%

En un modelo de Herbrand los simbolos de constante y de funcién se interpretan como ellos
mismos y lo tnico que no estd determinado es la interpretacion de los simbolos de predicado. De
modo que a los modelos de Herbrand se les llama también modelos sintacticos.

2.1. Representacion de los modelos de Herbrand

Una manera util de representar modelos de Herbrand es mediante subconjuntos de la base
de Herbrand. Dado un modelo de Herbrand M, representamos a M mediante el subconjunto
By € By de aquellas formulas atéomicas que son verdaderas en M. Como cada subconjunto
B C B, determina de manera tnica a un modelo de Herbrand M, identificamos a M con B. Para
verificar si una férmula atéomica A es verdadera en M basta ver que A € M.



Lema 2.5. Sea £ un lenguaje, M un modelo de Herbrand para L, t un término con variables
T, ..., T, Yy £ un ambiente para el universo Hp tal que €(x;) =1; conr; € He para 1 <i < n, es
decir, cada r; es un término cerrado. Entonces,

M o R
tY =ty =, Xy =1
En particular, sit es un término cerrado, entonces t™ =t.

La interpretacion de términos en un modelo de Herbrand coincide con aplicar una sustitucion
al término. Vemos que los términos cerrados se interpretan como ellos mismos.

3. El Teorema de Herbrand

El teorema de Herbrand es esencial para describir la semantica de los programas logicos.

Definicién 3.1. Sean £ un lenguaje y K un conjunto de féormulas en £ cerradas y universales.
El conjunto de instancias cerradas po, con Vz; ...V, ¢ € K, se llama el conjunto de instancias
cerradas de Ky se denota IC(K). Es decir, IC(K) es un conjunto donde aparecen todas las
formulas ¢ para toda instancia de xq, ..., z,.

Teorema 3.2 (Teorema de Herbrand). Sean £ un lenguaje con al menos una constante y KC un
conjunto de enunciados universales en L. Las siguientes condiciones son equivalentes:

a) K tiene un modelo.

b) K tiene un modelo de Herbrand.

c) IC(K) tiene un modelo.

d) IC(K) tiene un modelo de Herbrand.

Demostracion
Como todo modelo de Herbrand es un modelo, las implicaciones b = a y d = ¢ son triviales.
La validez universal de la férmula Vz,...Vz, ¢ — ¢z, := t1,...,2, = t,] hace ciertas a las

implicaciones a = cy b= d

Demostremos la implicacién ¢ = b. Sea M un modelo de IC(K). Definimos una estrucutra de
Herbrand A sobre el universo de Herbrand H,, por lo que es suficiente indicar la interpretacion
de los simbolos de predicado, ya que los simbolos de constante y de funcién se interpretan a si
mismos. Si P es un simbolo de predicado n-ario, definimos

PV ={(t1,...,t,) [ M= P(ts,...,t,)}
Por construccién, N cumple que:
M E P(ty,...,t,) siysolosi N = P(ty,...,t,)

es decir, M y N validan las mismas férmulas atémicas cerradas. Tal resultado se puede extender
a cualquier férmula cerrada libre de cuantificadores mediante induccién sobre férmulas!. Final-
mente, veamos que N es modelo de K. Sea V...V, ¢ una férmula de K. Hay que demostrar

1
Lema 3.3. Si ¢ es un enunciado sin cuantificadores, entonces M = ¢ syss N = .



que N = Vz; ...V, ¢, lo cual es equivalente a demostrar que para cualesquiera ty,...,t, € H,
N E plry = t1,...,2, := t,]. Esto tltimo, por el Lema 3.3 es equivalente a que para cuales-
quiera tq,...,t, € He, M E ¢lry = t1,...,2, := t,], lo cual es cierto puesto que ¢[xr; =
t1,...,x, = t,] pertence a IC(K) y, por hipdtesis, M es modelo de IC(K). De manera que
N plry i=t1, ..., 2, :=t,]. As{; N es un modelo de Herbrand de . B

Dado que las clausulas son enunciados universales, se tiene el siguiente resultado.

Corolario 3.4. Sea C un conjunto de cldusulas de Horn. Las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

a) C tiene un modelo.

b) C tiene un modelo de Herbrand.

3.1. Semantica declarativa de los programas légicos

Debido a la forma de sus clausulas un programa légico P siempre tiene un modelo, por el
teorema de Herbrand basta estudiar los modelos de Herbrand de P. El significado declarativo de
P consiste de todas las consecuencias logicas de dicho programa, las cuales se representan por el
modelo minimo de Herbrand de P.

Proposicion 3.5. 5i P es un programa logico, entonces P tiene un modelo de Herbrand.

Demostraciéon
La base de Herbrand representa al modelo que hace verdaderas a todas las clausulas atomicas del
lenguaje lo cual implica que todas las clausulas de IP son verdaderas debido a su forma: hechos o
reglas.

De modo que cualquier programa logico tiene al menos un modelo de Herbrand. W

Proposicién 3.6. Sea P un programa logico. P tiene un modelo minimo de Herbrand, Mp definido
por:
Mp = ﬂ{./\/l | M es un modelo de Herbrand de P}

Demostracion

Sabemos que P tiene al menos un modelo de Herbrand representado por la base de Herbrand. Si
M1y My son dos modelos de Herbrand de P, su interseccién, quien es un conjunto de férmulas
de B, también lo es. De manera que su interseccion estd bien definida. l

Proposicién 3.7. Sea P un programa légico. El modelo minimo de Herbrand, Mp, se representa
por el conjunto de atomos que son consecuencia logica de P, es decir,

MPI{AEBP|P|:A}

Demostracion



C Sea A € Mp. Veamos que P = A. Supongamos que IP’J;éA, entonces P U {—A} tendria un
modelo. Por el teorema de Herbrand, PU{—A} tendria un modelo de Herbrand A. Entonces
N E A, ast A € N pues en N sblo se encuentran las férmulas atémicas cerradas que
son verdaderas en V. Por otro lado, N' es modelo de Herbrand de P porque es modelo de
PU{=A}. Por minimalidad Mp C N, como A € Mp también A € N, lo cual es absurdo ya
que habiamos llegado a A & N. Suponer IP’J;éA fue una equivocacién. Por lo tanto, P = A.

Sea A tal que P = A. Queremos ver que A € Mp. Como Mp es modelo de P, y P = A,
entonces todo modelo que satisface a P satisface a A, asi Mp satisface a A. Pero A es una
formula atémica, por consiguiente A € Mp.

U

Como Mp contiene exactamente a todos los atomos que son consecuencia logica de P, este
modelo corresponde al significado declarativo de P. Asi, la semantica declarativa de P estd dada
por Mp.

3.2. Procedimiento para encontrar el modelo minimo de Herbrand

La seméntica declarativa de un programa légico ha quedado definida mediante el modelo mini-
mo de Herbrand. A continuacién veremos una manera mecanica para construir dicho modelo.

Definicién 3.8. Dado un programa légico P, el operador de consecuencia inmediata Tp se define
como:

Te(KC) =gef {A € Bp| A :-By,..., B, es instancia cerrada de una cldusula de Py By,...,B, € K}

donde K C Bp

Definicién 3.9. Sea P un programa légico. Definimos las iteraciones del operador de consecuencia
inmediata Tp para K C Bp recursivamente como:

To(K) =K
Trn1(K) = Te(Ton(K))
To(K) = UZ, Ti(K)

Proposicién 3.10. Si P es un programa logico y Mp su modelo minimo de Herbrand. Entonces,

Mp = 7;(@)

4. Semantica operacional de los programas légicos

La semantica operacional de un programa logico P consiste del conjunto de éxitos, &g, obtenidos
al ejecutar tal programa.

Definicién 4.1. El conjunto de éxito de un programa légico P se define como

& = {G € Bp cldusula meta | P U {G} tiene una refutacién SLD}



5. Equivalencia de ambas semanticas

Proposiciéon 5.1. Sea P un programa logico. La semdnticas declarativa y operacional para P
coinciden. Es decir,

Mp =Ep

Toda consecuencia légica atomica de P es un éxito de P, y todo éxito G € Ep es consecuencia
légica de P, es decir, P = G.

6. Incorrectud e incompletud de Prolog

PROLOG no cumple con ser correcto ni completo.

6.1. Incorrectud

PROLOG reconoce una formula como consecuencia légica de un programa P cuando mno lo es.
Esto es asi porque PROLOG no verifica las presencias de una variable (X) en un término (¢) en
la unificacién de {X,¢}. Considere? el programa con una sola cldusula data(X,name(X)). y la
siguiente interaccién con el intérprete de PROLOG.

?- trace.
true.

[trace] 7- data(Y,Y).
Call: (7) data(_2996, _2996) ? creep
Exit: (7) data(name(name(name(name(name (name(name (name(name(...))>))))))),
name (name (name (name (name (name (name (name (name(...)))))))))) 7 creep
Y = name(Y).

Durante la unificacién de data(Y,Y) con data(X,name (X)), comenzamos igualando los prime-
ros argumentos y X se sustituye por Y. Una vez hecha esta sustitucién tramos ahora de unificar
name (Y) con Y. Lo que sucede es un intento de identificar Y con name (Y) lo que resulta en un nuevo
problema, el cual consiste en igualar name (Y) con name (name(Y)) y asi sucesivamente. Obtenemos
una forma de razonamiento circular que la mayoria de los sistemas de PROLOG no pueden resolver.

Para evitar esto es necesario que, cuando se intente la unificacion de una variable con un
término compuesto, verifiquemos si la variable esta contenida dentro de la estructura del término
compuesto. Esta verificacién se conoce como verificacion de presencias. Si tratamos de unificar dos
términos y llegamos a la unificacion de una variable con un término que contiene a dicha variable,
entonces la unificacién debe fallar.

La mayoria de las implementaciones de PROLOG omiten la verificacion de presencias delibera-
damente, principalmente porque es una operacion computacionalmente costosa.

Consecuentemente, la meta serd exitosa con el unificador Y=name (Y) aun cuando deberia fallar.

Afortunadamente, SWI-PROLOG incorpora un predicado que implementa una unificacion co-
rrecta, este predicado es unify_with_occurs_check. Asi la unificacion es correcta como se aprecia
en los siguientes ejemplos:

http://homepages.inf.ed.ac.uk /pbrna/prologbook /node126.html



?7- unify_with_occurs_check(X, name(X)).
false.

7- unify_with_occurs_check(X, name(Y)).
X = name(Y).

7. Incompletitud

Hay una férmula que es consecuencia légica de un programa P que PROLOG mo reconoce. En
el programa de la izquierda, q es consecuencia logica del programa pero PROLOG entra en un ciclo
y se queda sin recursos siendo incapaz de poder contestar afirmativamente.

Un reordenamiento de las clausulas de programa produce una consulta exitosa para q, como se
muestra del lado derecho.

p:=q. q:~ Pp.
p - r. p - r.
q = Pp. p = q.
r r.

?— q. ?— q
ERROR: Out of local stack true

Exception: (3,941,684) p 7



