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1. Logica temporal de tiempo lineal

La légica temporal de tiempo lineal (linear-time temporal logic), o LTL, es una logica temporal
con conectivos que nos permiten hacer referencia al futuro. Modela el tiempo como una secuencia
de estados, extendiéndose infinitamente al futuro. Esta secuencia de estados es llamada trayec-
toria de computacion. Como el futuro no estd determinado, consideramos muchas trayectorias
representando diferentes futuros posibles, uno de los cuales es el que en verdad se cumple.

Trabajamos con un conjunto fijo Atoms de formulas atémicas, que representan hechos atémicos
que se satisfacen en el sistema.

1.1. Sintaxis de LTL

Definicién 1.1. LTL tiene la siguiente sintaxis dada en forma de Backus Naur:

pu=T | Llpl (=) (@Ae) | (V)| (p—v)
(Xp) | (Fo) | (Go) | (pUp) | (W) | (pRep)

donde p es cualquier atomo proposicional tomado del conjunto Atoms.

Los conectivos X, F, G, U, R y W son llamados conectivos temporales. X significa ‘préximo
estado’, F significa ‘algin estado futuro’, y G significa ‘todos los estados futuros (globalmente)’.
Los restantes tres, U, R y W son llamados ‘hasta’, ‘libera’, y ‘hasta-débil’ respectivamente.

Convencién. Los conectivos unarios (— y los conectivos temporales X, F y G) tienen mayor
precedencia. Enseguida vienen en orden de precedencia U, R y W luego vienen A y V; y después
viene —. Esta convencién nos permite dejar a un lado ciertos paréntesis. Por ejemplo,

» ((Fp)A(Gq)) — (pWr)) se reescribe como FpA Gg — pWr,
» (F(p— Gr)V((—q)Up)) se reescribe como F(p — Gr)V —qUp,
» (pW(¢gWr)) se reescribe como pW (¢Wr),

» ((G(Fp)) = (F(qVs))) se reescribe como GFp — F(qV s).

“Esta nota se base en el libro de Huth y Ryan, Logic in Computer Science.



1.2. Semantica de LTL

La clase de sistemas que estamos interesados en verificar usando LTL pueden ser modelados
como sistemas de transicion. Un sistema de transicion modela un sistema por medio de estados
(estructura estatica) y transiciones (estructura dindamica).

Definicién 1.2. Un sistema de transicién (o estructura de Kripke) M = (S, —, L) es un conjunto
de estados dotado de una relacién de transicion — (una relacién binaria sobre S), tal que cada
estado s € S tiene algun s’ € S con s — &', y una funcién de etiquetamiento L : S — P(Atoms).

Una buena forma de pensar acerca de L es simplemente como una asignacion de valores de
verdad a todas las variables proposicionales, como se hacia en 16gica proposicional (a esto lo llama-
mos una interpretacion). La diferencia es que tenemos mds de un estado, asi que esta asignacién
depende del estado s en el que se encuentra el sistema: L(s) contiene a todos los dtomos que son
verdaderos en el estado s.

Una manera conveniente de expresar toda la informacion de un sistema de transicion M es
usar graficas dirigidas cuyos nodos (estados) contienen todos los dtomos proposicionales que son
verdaderos en ese estado. Un ejemplo de tales graficas dirigidas se aprecia en la Figura 1.

Figura 1: Una representaciéon de M = (S, —, L) como una gréfica dirigida. Etiquetamos al estado
s con [ syss | € L(s).

El requisito en la Definicién 1.2 que para todo s € S hay al menos un s’ € S con s — ¢’ significa
que no hay estado en el sistema que esté ‘bloqueado’. Es un detalle técnico que no representa
ninguna restriccion real sobre los sistemas que se pueden modelar. Si un sistema se llega a bloquear,
podemos siempre agregar un estado extra s, representando el bloqueo, junto con nuevas transiciones
s — sq para cada s que se bloquee en el modelo original, y también s; — sg4.

Definicién 1.3. Una trayectoria en un modelo M = (S, —, L) es una secuencia infinita de estados
S1,82,... en S tal que, para cada i > 1, s; — s;11. Escribimos la trayectoria como s; — s9 — ...

Considere la trayectoria m = s; — so — ... que representa un posible futuro en nuestro sistema:
primero se encuentra en el estado s, luego en el estado s,, y asf sucesivamente. Escribimos 7¢ para
el sufijo comenzando en s;, es decir, s; = S;11 — ...

Es 1til visualizar todas las posibles trayectorias de computacién originadas en un estado s al
desenrollar el sistema de transicién obteniendo un arbol de computo infinito. Las trayectorias de
ejecucion de un modelo M son representadas explicitamente en el arbol obtenido al desenrollar
el modelo. Si desenrollamos el modelo en la Figura 1 para el estado inicial sg, obtenemos el arbol
infinito en la Figura 2.

Definicién 1.4. Sea M = (S,—,L) un modelo y m = s; — sy — ... una trayectoria en M.
Determinar si 7 satisface a una férmula en LTL se lleva a cabo mediante la relacién de satisfaccién
= como sigue:



Figura 2: El sistema en la Figura 1 desenrollado como un arbol de todas las trayectorias de ejecucion
comenzando en el estado sg.
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7 = Gy syss para toda i > 1, 7 |= ¢

7 E F syss existe alguna i > 1 tal que 7 = ¢

7 = o U1 syss existe alguna i > 1 tal que 7° =+ y para toda j = 1,...,i — 1 tenemos
™
7 = o W1 syss, o bien, existe alguna ¢ > 1 tal que 7° = 1 y para toda j = 1,...,i — 1

tenemos 7/ = ¢; o, para toda k > 1 tenemos 7% = ¢

7 = @R syss, o bien, existe alguna i > 1 tal que 7' |= ¢ y para toda j = 1,...,4 tenemos
7 |=; o, para toda k > 1 tenemos 7% = 1)

La clausula 8 elimina el primer estado de la trayectoria, para crear una trayectoria comenzando
en el ‘siguiente’ (segundo) estado.

Note que la clausula 3 indica que los a&tomos son evaluados en el primer estado a lo largo de la
trayectoria en consideracién. Esto no significa que todos los atomos presentes en una férmula LTL
se refieren al primer estado de la trayectoria; si estan dentro del alcance de un conectivo temporal,



por ejemplo G (p — X¢), entonces determinar si se satisface o no involucra tomar sufijos de la
trayectoria en consideracion, y los atomos se refieren al primer estado de dichos sufijos.

Las clausulas 11-13 lidian con los conectivos temporales binarios. U, que representa ‘hasta’, es
el mas comun. La férmula ¢ U se satisface sobre una trayectoria si ¢ se satisface continuamente
hasta que ¥ se satisface. ¢ Uy requiere que ¥ se satisfaga en un estado futuro.

Los otros conectivos binarios son W, que representa ‘hasta-débil’, y R, que representa ‘libera’.
El hasta-débil es como U, excepto que ¢ W) no requiere que ¢ se satisfaga en algin momento a
lo largo de la trayectoria en cuestion, lo cual es requerido por ¢ Uvy. R es el dual de U; es decir,
¢ R 1) es equivalente a —(—p U —)). Se llama ‘libera’ (o release en inglés) porque la cldusula 13
indica que ¥ debe permanecer verdadera hasta el momento (incluyendo tal momento) en que ¢ se
vuelva verdadera, si es que se alcanza ese instante; decimos asi que ¢ ‘libera’ a ¥». R 'y W son en
realidad muy similares; la diferencia es que intercambian los papeles de ¢ y ¥, y la clausula para
W llega a i — 1 mientras que R llega a 1.

Hemos definido una relacién de satisfaccion entre trayectorias y formulas de LTL. Sin embargo,
para verificar sistemas, nos gustaria decir que un modelo como un todo satisface una férmula LTL.
Esto se cumple siempre que cada posible trayectoria de ejecucién del modelo satisface a la férmula.

Definicién 1.5. Suponga que M = (S,—, L) es un modelo, s € S, y ¢ es una férmula LTL.
Escribimos M, s = ¢ si, para toda trayectoria de ejecucién m de M comenzando en s, tenemos

T p.

Si M se puede inferir del contexto, podemos abreviar M, s = ¢ como s = ¢. Debe ser claro
que hemos descrito las formalidades de los fundamentos de un procedimiento que, dado ¢, M y s,
puede verificar si M, s |= ¢ se satisface.

En espanol, una frase como nadé hasta los 18 anos puede decir dos cosas, (i) desde una edad
temprana nadé y lo suspendi a los 18 anos, o (ii) a partir de los 18 afios comencé a nadar. La
definicién que le hemos dado en LTL corresponde al significado (i). Notemos también que ni la
version fuerte (U) ni la versién débil (W) del hasta dice algo acerca de lo que pasa después de
que el hasta se ha cumplido. Esto otra vez contrasta con el significado de (i) que indica que una
persona nadé desde pequeno y contintio haciéndolo hasta los 18 anos, ademés de tal oracion se
entiende que la persona ya no nada desde los 18 anos en adelante. Esta es una diferencia con la
semantica del hasta en la légica temporal. Podemos expresar la oracién (i) al combinar U con otros
conectivos; por ejemplo, con la formula n U (d A G —n), donde n representa ‘nado’ y d representa
‘cumplo 18 anos’.

Ejercicios 1.6. Sea M el modelo de la Figura 1. Determine si se satisfacen las siguientes relaciones:

1. M,so EpVyq 6. M,so = FGr

2. M so=Er —q 7. M,so E GFr

3. M,sg =rAXr 8. M, sy = —(qUr)

4. M,so = Gr 9. M,sa = (pAr)Wr
5 M,so = G(pVr) 10. M, s EpRr



1.3. Patrones practicos de especificaciones

. Qué clase de propiedades importantes en la practica pueden ser verificadas con féormulas de
LTL? Listamos unas cuantas que exhiben patrones comunes de encontrar. Supongamos que las
formulas atomicas incluyen a admitida e iniciado. Quiza necesitemos de algunas de las siguientes
propiedades de los sistemas en el mundo real.

» Para cualquier estado, si una solicitud para algtin recurso se presenta, entonces sera eventual-
mente admitida:
G (solicitud — F admitida)

= Un cierto proceso se habilita de manera infinitamente frecuente sobre toda trayectoria de
ejecucion:

G Fhabilita
= Sin importar lo que ocurra, cierto proceso eventualmente estara permanentemente bloqueado:

F Gbloqueado

= Si el proceso se habilita de manera infinitamente frecuente, entonces se ejecutara de manera
infinitamente frecuente:
G F habilita — G Fejecutara

= Es imposible llegar a un estado iniciado sin que esté listo:
G —(iniciado A —listo)

Bajo una interpretacién sobre estados (s = ¢), no podemos en LTL afirmar que es posible
llegar a un estado iniciado sin que esté listo debido a que no podemos expresar la existencia
de trayectorias. La negacién de la férmula anterior, i.e., = G = (iniciado A —listo) indica que
todas las trayectorias eventualmente llegaran a un estado iniciado sin que esté listo.

Una clase de afirmaciones que no se pueden decir en LTL son enunciados que declaran la
existencia de una trayectoria, tales como:

= Desde cualquier estado es posible llegar a un estado de reinicio, i.e., hay una trayectoria desde
cualquier estado a un estado satisfaciendo reinicio.

= El elevador puede permanecer inactivo en el tercer piso con sus puertas cerradas, i.e., desde el
estado en el cual se estd en el tercer piso, hay una trayectoria a lo largo de la cual permanece
alli.

1.4. Equivalencias importantes entre formulas LTL

Definicién 1.7. Decimos que dos férmulas LTL ¢ y ¢ son equivalentes semanticamente, o sim-
plemente equivalentes, lo que denotamos como ¢ = 1, si para todo modelo M y toda trayectoria

T T E @ syss T .



F y G son duales uno del otro, y X es dual consigo mismo:
ademas U y R son duales uno del otro

—(pUt) = =pR—¢ ~(pRY) = =p U

También es el caso que F se distribuye sobre V y G sobre A, i.e.,

F(pVviy)=FpV F¢
GlpAY)=GoA Gy

Aqui hay dos equivalencias méas en LTL:
Fpo=TUyp Gp= 1Ry

Mostramos una equivalencia mas que relaciona la version fuerte y débil del ‘hasta’s, U y W. El
hasta fuerte puede ser visto como un hasta débil junto con la condiciéon de que la eventualidad
debe ocurrir:

U =Wy A Fy

Esta equivalencia se demuestra suponiendo primero que una trayectoria satisface ¢ U. Entonces,
por la clausula 11, tenemos 7 > 1 tal que 7* = ¢ y para toda j = 1,...,7 — 1 tenemos 7/ = .
Considerando la clausula 12, lo anterior implica ¢ W), y considerando la clausula 10, esto también
implica F. Asi, para todas las trayectorias 7, si 7 = ¢ U1 entonces 7 = ¢ W) A F1b. Segundo,
supongamos 7 tal que 7 = @ Wi A Feb. Por la cldusula 5 tenemos 7 = o W y 7 = Fa). Que
7 = W implica que:

1. o bien, existe alguna i > 1 tal que 7’ =1 y para toda j = 1,...,i — 1 tenemos 7 = ¢;
2. o, para toda k > 1 tenemos 7% |=

Si se cumple 1, también se cumple 7 = ¢ U1). Si se cumple 2, recordamos que se cumple 7 = F),
y en conjunto tenemos que existe alguna i > 1 tal que 7 |= v y para toda k > 1 tenemos 7" = ¢,
esto hace que se cumpla 7 |= U1, Asi, para todas las trayectorias 7, si 7 = ¢ W1 A F1) entonces
T U

Escribir W en términos de U es posible: W es como U pero permitimos la posibilidad que v
nunca ocurra:

oWy =pUyV Gop.

También nos percatamos que los comportamientos de R y W son similares; son diferentes en
que intercambian los argumentos ¢ y 1, ademas de que W llega hasta ¢ — 1 mientras que R hasta
i. Por lo tanto, R y W pueden ser definidas en términos uno del otro, como sigue

eWiy =9R(p V)
eRY =YW (p A1), (1.4.2)

—~
[a—y
e~

N—



1.5. Conjunto adecuado de conectivos para LTL

Como en logica proposicional, en LTL hay cierta redundancia entre los conectivos temporales.
Sabemos que el conjunto {1, A, -} forma un conjunto adecuado de conectivos, ya que —,V, T,
etc., pueden ser escritos en términos de los tres elementos del conjunto.

Conjuntos adecuados de conectivos también existen para LTL. Tomando en cuenta que X es
independiente de los otros conectivos, ya que no ayuda a definir ninguno de los otros conectivos
ni puede ser obtenido por una combinacién de ellos, encontramos a {U, X}, {R, X} y {W, X}
como los conjuntos adecuados para LTL porque:

- R y W pueden ser definidos a partir de U, por la dualidad ¢ RY = =(-p U =) y la
equivalencia 1.4.1, respectivamente.

- U y W pueden ser definidos a partir de R, por la dualidad ¢ Uy = =(=¢p R =) y la
equivalencia 1.4.1, respectivamente.

- R y Upueden ser definidos a partir de W, por la equivalencia 1.4.2 y la dualidad Uy =
—(—pR—1) mediante 1.4.2; respectivamente.

1.6. Verificacion de modelos: exclusion mutua

Cuando procesos concurrentes comparten algtin recurso, puede ser necesario asegurarse que no
tienen acceso a dicho recurso al mismo tiempo. Tampoco seria deseable que varios procesos editen
simultdneamente el mismo archivo. Por lo tanto identificamos ciertas secciones criticas del codigo
de cada proceso y acordamos que solo un proceso puede estar en su secciéon critica a la vez. La
seccién critica debe incluir todos los accesos a los recursos compartidos. El problema es encontrar
un protocolo para determinar a qué proceso se le permite entrar a su seccién critica a la vez. Ya
que encontramos uno que creemos que si funciona, corroboramos nuestra solucion verificando que
cumplen algunas propiedades esperadas, como las siguientes:

Seguridad: tnicamente un proceso estd en su seccion critica a la vez. Esta propiedad de
seguridad no es suficiente, ya que un protocolo que excluye permanentemente a cada proceso de
su seccién critica seria seguro, pero no seria util. Requerimos lo siguiente:

Vitalidad: Una vez que cualquier proceso solicite entrar a su seccién critica, eventualmente se
le permitiréd ejecutar tal seccion.

No bloqueo: Un proceso siempre puede solicitar entrar a su seccién critica.

Modelaremos dos procesos, cada uno de los cuales esta en su seccién no critica (n), o intenta
entrar a su seccién critica (t), o se encuentra en su seccién critica (c). Cada proceso individualmente
lleva a cabo transiciones en el ciclon -t —- ¢ —n —t — ¢ — ... pero la ejecucion de cada
proceso se entrelaza con la del otro. Considere el protocolo que se describe en la estructura de
Kripke M dada en la Figura 3. Los dos procesos inician en sus secciones no criticas, en el estado
sg. El estado sq es el unico estado inicial, indicado por la arista entrante sin origen. Cualquiera de
los dos procesos podria ahora intentar ingresar a su seccion critica, pero solo uno de ellos puede
realizar una transicion a la vez (tenemos un entrelazado asincrono). A cada paso, un calendarizador
(no especificado) determina qué proceso se ejecuta. Asi, hay una arista de transicién del estado s
al estado s; y al estado s5. Desde s; (i.e. proceso 1 intentado entrar a su seccion critica, proceso 2
no en su secciéon critica) dos cosas pueden suceder: o bien el proceso 1 lleva a cabo un paso de la



Figura 3: Modelo para la exclusién mutua.

ejecucion (nos movemos ahora al estado s3), o es turno del proceso 2 (asi que vamos a s3). Observe
que no todo proceso puede ejecutarse en cada estado. Por ejemplo, el proceso 1 no puede moverse
en el estado s7, ya que no puede entrar a su secciéon critica hasta que el proceso 2 salga de su
seccion critica.

Verificaremos las propiedades que mencionamos arriba al describirlas como férmulas de la l6gica
temporal. No todas ellas son expresables como formulas LTL.

Seguridad: Se expresa en LTL como G —(c¢; A ¢2). Claramente esta férmula se satisface en
todo estado del modelo.

Vitalidad: Se expresa en LTL como G (t; — Fe¢p). No se satisface en el estado inicial, porque
podemos encontrar una trayectoria comenzando en el estado inicial a lo largo de la cual hay un
estado, a saber sy, en el que t; es verdadero pero de alli ¢; es falso en lo que resta de la trayectoria.
Tal ejecucion es sg — s1 — $3 — Sy — S; — S3 — S7 — ... en esta trayectoria ¢; siempre es falso.

No bloqueo: Consideremos s6lo al proceso 1. Nos gustaria expresar esta propiedad como:
para cada estado que satisface nq, ewxiste un sucesor que satisface ti. Desafortunadamente, este
cuantificador existencial sobre trayectorias no puede ser expresado en LTL. Puede ser expresado
en CTL (légica de arbol de computacion), que estudiaremos enseguida.

2. Loégica de arbol de computacién

En nuestro anélisis previo de LTL, observamos que las formulas de LTL son evaluadas sobre
trayectorias. Definimos que un estado de un sistema satisface una férmula LTL si todas las tra-
yectorias desde el estado dado la satisfacen. LTL implicitamente cuantifica universalmente sobre
trayectorias. Por lo tanto, las propiedades que afirman la existencia de un trayectoria no pueden
ser expresadas en LTL. Este problema puede ser parcialmente aliviado al considerar la negacién
de la propiedad en cuestién, e interpretar el resultado como corresponde. Para verificar que hay
una trayectoria desde el estado s satisfaciendo la formula LTL ¢, verificamos si todas las trayec-



torias satisfacen —(; una respuesta positiva a este planteamiento indica que s no satisface a ¢, y
viceversa. Sin embargo, las propiedades que combinan cuantificadores de trayectorias universales
y existenciales no pueden en general ser verificadas usando este planteamiento, porque el comple-
mento de la férmula tiene atin una combinacion de cuantificadores. Una propiedad que combina
cuantificadores de trayectorias es: ‘para todas las trayectorias, si se cumple p, entonces existe una
trayectoria sobre la cual ¢ siempre es cierta’, dicha propiedad no pude ser expresada en LTL pero
en CTL si, su especificacién es AG (p — EGg).

Las logicas de tiempo ramificado resuelven este problema al permitirnos cuantificar explicita-
mente sobre trayectorias.

2.1. Sintaxis de CTL

La légica de drbol de computacion, o CTL (Computation Tree Logic), es una légica de tiempo
ramificado, 1o que significa que su modelo de tiempo es una estructura de arbol en la que el futuro
no esta determinado; hay diferentes trayectorias en el futuro, cualquiera de ellas podria ser la
trayectoria ‘real’ que se lleva a cabo.

Definicién 2.1. Definimos las formulas CTL inductivamente mediante la gramatica en forma de
Backus Naur:

pu=T | L]|p]| () | (@A) | (eVe) | (0= )
AXp | EXp | AFp | EFp | AGy | EGe | AlpUg] | E[pUg]

donde p toma valores de un conjunto de férmulas atéomicas.

Notemos que cada uno de los conectivos temporales de CTL consiste de un par de simbolos.
El primero en el par es A o E. El simbolo A significa ‘a lo largo de todas las trayectorias’ (inevita-
blemente) y E significa ‘a lo largo de al menos una trayectoria’ (posiblemente). El segundo simbolo
en el pares X, F, G o U, que se identifican como ‘siguiente estado’, ‘algiin estado futuro’, ‘todos
los estados futuros’ y ‘hasta’; respectivamente. El par de simbolos en E[p; Ups] es EU. En CTL,
los pares de simbolos son indivisibles.

Tipicamente el simbolo W (la versién débil del hasta) y R (libera o release) no son incluidos
en CTL ya que se pueden derivar de los otros conectivos.

Convencién. Los conectivos unarios (= y los conectivos temporales AX, EX, AF, EF, AG y
EG) tienen mayor precedencia. Enseguida vienen en orden de precedencia Ay V;y después vienen
—, AU y EU. La precedencia del ‘hasta’ cambia respecto a LTL ya que en CTL nos servimos de
los corchetes de Alp U] v de E[pU ¢] para delimitar a sus argumentos.

Notemos que las presencias de A y E deben estar seguidas por uno de los siguientes simbolos:
G, F, X y U; cuando les sigue U, debe ser de la forma Afp U]. También tengamos presente
que AU y EU son conectivos binarios que combinan notacién infija y prefija. En notacién infija
pura escribirfamos 1 AU s, mientras que en notacién prefija pura tendriamos AU (¢1, p2).

2.2. Semantica de CTL

Las féormulas en CTL son interpretadas sobre sistemas de transiciones, ver Definicién 1.2. Sea
M = (S, —, L) uno de tales modelos, s € S'y ¢ una férmula de CTL. La definicién de M, s = ¢
se basa en la estructura recursiva de ¢, y puede ser entendida en palabras como sigue:

9



Si ¢ es atomica, la satisfaccion esta determinada por L.

Si el conectivo principal de ¢ es un conectivo booleano (-, T, A, V, etc.), entonces la satis-
faccion de ¢ corresponde a la definicion usual de tabla de verdad una vez aplicada recursién
exhaustiva a ¢.

Si el conectivo principal es un operador que inicia con A, se satisface ¢ si todas las trayectorias
comenzando en s satisfacen la ‘formula LTL’ que resulta de quitar el simbolo A.

Similarmente, si el conectivo principal es un operador que inicia con E, se satisface ¢ si alguna
trayectoria comenzando en s satisface la ‘férmula LTL” que resulta de quitar el simbolo E.

En los ultimos dos casos, el resultado de quitar A o E no es estrictamente una férmula LTL, porque
se pueden tener As o Es adicionales. Sin embargo, nos ocuparemos de estos simbolos adicionales a
su tiempo gracias a la recursién.

La definicién formal de M, s = ¢ es mds detallada:

Definicién 2.2. Sea M = (S, —, L) un modelo para CTL, s € S, y ¢ una férmula de CTL. La
relacion M, s |= ¢ se define por induccion estructural de ¢:

1.
2.

10.

11.

12.

M,sE=TyM,s L

M, s [= psyss p € L(s).

M, s |= =g syss M, s [£ .

M, s = o1V pg syss M, s |= g1 0 M, s = .
M, s = o1 Ay syss M, s = @1y M, s = pa.
M, s = o1 — @a syss M, s £ o1 0 M, s = .

M, s = AXyp syss para todo s tal que s — s1 tenemos M, s; = . Asi, AXp dice: ‘en cada
siguiente estado’.

M, s = EX ¢ syss para algin s; tal que s — s; tenemos M, s; = ¢. Asi, E X ¢ dice: ‘en
algun siguiente estado’.

M, s = A Gy syss para todas las trayectorias s; — s; — s3 — ..., donde s = s1, y para todo
s; a lo largo de dichas trayectorias, tenemos M, s; = ¢. Es decir: ‘para todas las trayectorias
de ejecucion comenzando en s la propiedad ¢ se satisface globalmente’.

M, s = EG ¢ syss existe una trayectoria s; — ss — s3 — ..., donde s = sy, y para todo
s; a lo largo de dicha trayectoria, tenemos M, s; = ¢. Es decir: ‘existe una trayectoria de
ejecucion comenzando en s tal que la propiedad ¢ se satisface globalmente en tal trayectoria’.

M, s = AF ¢ syss para todas las trayectorias s; — sy — s3 — ..., donde s = s1, hay un s;
a lo largo de dichas trayectorias tal que M, s; = ¢. Es decir: ‘para todas las trayectorias de
ejecucion comenzando en s habra algin estado futuro que satisfaga ¢’.

M, s = EF ¢ syss existe una trayectoria s; — sy — s3 — ..., donde s = s1, y hay un s; a lo
largo de dicha trayectoria tal que M, s; |= ¢. Es decir: ‘existe una trayectoria de ejecucién
comenzando en s tal que ¢ se satisface en algin estado futuro’.
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13. M,s = Alp; U o] syss para todas las trayectorias s; — sy — s3 — ..., donde s = sy,
hay un s; a lo largo de dichas trayectorias tal que M, s; = ¢, y, para toda j < i, tenemos
M, s; = ¢1. Es decir: ‘todas las trayectorias de ejecucién comenzando en s satisfacen que ¢y
se cumple hasta que p, también se cumpla’.

14. M,s = E[p; U o] syss existe una trayectoria s; — sg — s3 — ..., donde s = s1, y en
esta trayectoria hay un s; tal que M, s; = @9, y, para toda j < i, tenemos M, s; |= ¢1. Es
decir: ‘existe una trayectoria de ejecucién comenzando en s tal que (; se cumple hasta que
9 también se cumpla’.

Las clausulas 9-14 arriba descritas se refieren a trayectorias de ejecucion en los modelos. Es
por lo tanto 1til visualizar todas las posibles trayectorias de ejecucion partiendo de un estado s al
desenrollar el sistema de transicién para obtener un arbol de computacion infinito, de alli la ‘l6gica
de arbol de computacion’. Los diagramas en las Figuras 4-7 exhiben esquemas de sistemas cuyos
estados iniciales satisfacen las formulas EF o, EGp, AGy y AF ¢, respectivamente.

Figura 4: Un sistema cuyo estado inicial sa- Figura 5: Un es.tado cuyo estado inicial sa-
tisface EF ¢. tisface EG .

Ejercicios 2.3. Sea M el modelo de la Figura 1. Determine si se satisfacen las siguientes relaciones:
1. M, so EFEXgq 5. M,so EEG(pVq) - AG(pAT)
2. M,so FEXAGr 6. M,so =EAG(pVq) — AGr
3. M, sy = AGAXr 7. M, sy EE[(=pV ) U(p A —q)]
4. M,so = EFAGr 8. M, s =~ (Al(=p Vv q)U=(g Ar)])

2.3. Patrones practicos de especificacion

Es ttil considerar algunos ejemplo tipicos de férmulas, y comparar la especificaciéon en CTL
con la de LTL. Supongamos que el conjunto de férmulas atéomicas incluye variables como admitida
e iniciado.

= Para cualquier estado, si una solicitud para algtin recurso se presenta, entonces sera eventual-
mente admitida:
A G (solicitud — A F admitida).
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Figura 6: Un sistema cuyo estado inicial sa- Figura 7: Un estado cuyo estado inicial sa-
tisface A G . tisface AF .

» Un cierto proceso se habilita de manera infinitamente frecuente sobre toda trayectoria de
ejecucion:

A G (AF habilita)
= Sin importar lo que ocurra, cierto proceso eventualmente estara permanentemente bloqueado:

AF (A Gbloqueado)

= La propiedad que dice que si el proceso se habilita de manera infinitamente frecuente, enton-
ces se ejecutara de manera infinitamente frecuente, no es expresable en CTL. En particular,
no se expresa por AG AF habilita — AG AF ejecutara, ni por cualquier otro uso de A ni E en la
formula LTL correspondiente. La férmula CTL anterior expresa que si cualquier trayecto-
rta habilita al proceso de manera infinitamente frecuente, entonces cualquier trayectoria
ejecutara al proceso de manera infinitamente frecuente; lo cual es mas débil que aseverar que
cualquier trayectoria que habilita al proceso de manera infinitamente frecuente lo ejecutara
de manera infinitamente frecuente.

Para ver que G Fp — G Fgq (en LTL) no es lo mismo a AGAFp — AGAF g (en CTL)
consideremos el siguiente modelo:

S0 51 S2

La féormula CTL AG AF p — AG AF ¢ es verdadera trivialmente, porque AG AF p no se
satisface en la trayectoria sy — s; — so — s9 — .... La férmula LTL G Fp — G Fqg no
es verdadera porque la trayectoria que se cicla infinitamente en sy satisface G F p pero no
GFq.

. Qué sucede con la férmula LTL F Gp y con la formula CTL AF AGp, bajo el sistema que
parece a continuacién? ;Las férmulas se evalian a lo mismo?
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So 51 S9
—_—> }—)
» Es posible llegar a un estado iniciado sin que esté listo:
EF (iniciado A —listo)

Para expresar la imposibilidad de esta propiedad, simplemente se niega la férmula.

= El elevador puede permanecer inactivo en el tercer piso con sus puertas cerradas:

A G (piso3 A inactivo A puertacerrada — E G (piso3 A inactivo A puertacerrada)).

= Un proceso siempre puede solicitar entrar a su seccion critica. Recordemos que esta propiedad
no es expresable en LTL. Usando las proposiciones de la Figura 3, la propiedad en cuestion

se expresa en CTL como:

2.4. Equivalencias importantes entre formulas CTL

Definicién 2.4. Dos férmulas de CTL ¢ y 1 son semanticamente equivalentes si cualquier estado
en cualquier modelo llega a satisfacer a una de ellas, entonces también debe satisface a la otra; y
escribimos ¢ = 1.

Nos hemos percatado que A es un cuantificador universal sobre trayectorias y E es el corres-
pondiente cuantificador existencial. Ademas, G y F son también cuantificadores universal y
existencial, respectivamente, extendiéndose sobre los estados presentes en una trayectoria particu-
lar. Con esto, no es dificil concluir por las leyes de De Morgan que se satisface:

-EFp=AG—p (2.4.1)
—\Ang = EG—\QO
—AXp=EX-p

También tenemos las siguientes equivalencias:
AFp=A[TUy] EFp =E[TUy]

que son similares a las equivalencias correspondientes en LTL.

2.5. Conjunto adecuado de conectivos de CTL

Asi como en la logica proposicional y en LTL existe alguna redundancia entre los conectivos,
en CTL también se presenta esto. Por ejemplo, el conectivo A X puede ser escrito como —E X —;
vyvAG,AF, EG y EF pueden ser escritos en términos de AU y EU como sigue: primero,
reescribimos A G ¢ como “EF-¢ y EG ¢ como —AF -y, esto por las equivalencias 2.4.1 y 2.4.2;
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entonces usamos AFp = A[TUy| y EF ¢ = E[T Ug]. Por lo tanto AU, EU y EX forman un
conjunto adecuado de conectivos temporales.
También EG, EU y EX forman un conjunto adecuado, gracias a la equivalencia:

AlpUy] = ~(E[-pU(=p A ~¢)] VEG ).
De manera mas general, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.5. Un conjunto de conectivos temporales en CTL es adecuado si y solo si contiene al
menos uno de {AX,EX}, al menos uno de {EG,AF, AU} ya EU.

Los conectivos temporales AR, ER, AW y EW se pueden definir en CTL como sigue:
= AlpRY] = —E[~pU—¢;

= ElpRy] = -AlmpU—y];

» AlpW] = A[YR (¢ V 9)], luego aplicamos la primer ecuacion;

» E[pWy] = E[YR(p V)], luego aplicamos la segunda ecuacién.

3. Algoritmo de verificacién de modelos para CTL

Como no es posible capturar en una estructura finita el arbol infinito que resulta de desenrollar
un sistema de transicién, necesitamos tener un entendimiento mas profundo de la semantica de
CLT, lo que constituira las bases de un algoritmo eficiente que, dado M, s € S'y ¢, determine si
M, s = ¢ se cumple o no. Hay varias maneras en la que podemos considerar a

M, s

como un problema computacional. Por ejemplo, podemos tener tanto al modelo M, la férmula ¢
y al estado s como entrada; lo que esperariamos seria una respuesta de la forma ‘si’ cuando se
cumple M, s = ¢, v ‘no’” en otro caso. Otro enfoque es tener como entrada a M y a ¢, obteniendo
como salida al conjunto de todos los estados s de M que satisfacen ¢.

Resulta que es mas facil ofrecer un algoritmo para resolver el segundo de estos dos problemas.
Esto nos da automaticamente una solucién al primer problema, ya que podemos simplemente
corroborar si el estado inicial sy es un elemento del conjunto de salida.

El algoritmo de etiquetamiento Presentamos ahora un algoritmo que dado un modelo y una
formula de CTL, regresa el conjunto de estados en los que el modelo satisface la formula. No vamos
a exigir que el algoritmo maneje cada uno de los conectivos de CTL explicitamente, pues hemos
visto que los conectivos 1, =y A forman un conjunto adecuado para los conectivos proposicionales;
y AF, EU y EX forman un conjunto adecuado con respecto a los conectivos temporales. Dada
una férmula arbitraria ¢ de CTL, simplemente pre-procesaremos ¢ para escribirla en una forma
equivalente en términos del conjunto adecuado de conectivos, entonces llamamos al algoritmo de
verificacién de modelos. El algoritmo es el siguiente:

ENTRADA: un sistema de transicion M = (S, —, L) y una férmula ¢ de CTL.
SALIDA: el conjunto de estados de M que satisface .
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Primero, ejecutamos el pre-procesamiento sobre ¢ mediante la llamada TRADUCIR(yp), asi
expresamos a ¢ en términos de los conectivos AF, EU, EX | 1, =y A usando las equivalencias
dadas anteriormente. Enseguida, etiquetamos a los estados de M con las subférmulas de ¢ que se
satisfacen en los estados, iniciando con las subférmulas méas pequenas y procediendo de manera
incluyente hasta obtener a la férmula ¢ misma.

Supongamos que ¥ es una subféormula de ¢ y los estados satisfaciendo todas las subférmulas
inmediatas de v ya han sido etiquetados. Determinamos por un analisis de casos qué estados
etiquetar con 1. Si 9 es,

= | : ningin estado es etiquetado con L.

p: etiquetamos a s con p si p € L(s).

Y1 A g: etiquetamos s con Y1 A 1, si s ya esta etiquetado tanto con ; como con .

—)1: etiquetamos a s con —); si s no estd etiquetado con ;.

AF@ZJli

e Cualquier estado s que esté etiquetado con 11, entonces se etiquetard con AF ;.

e Repetir hasta que no haya més cambios: etiquetar cualquier estado con AF 1 si todos
sus estados sucesores estan etiquetados con A F ).

B[ Uty):

e Cualquier estado s que esté etiquetado con 1)y, entonces se etiquetard con E[i); Uhy].

e Repetir hasta que no haya més cambios: etiquetar cualquier estado con E[i); U 1] si
esta etiquetado con ¥y v al menos uno de sus estados sucesores esta etiquetado con

E[1 U] .

EX1);: etiquetamos cualquier estado con EX1); si uno de sus sucesores esta etiquetado con

Yy

Una vez ejecutado el etiquetamiento para cada una de las subférmulas de ¢ (incluyendo a ¢
mismo), el algoritmo regresa como salida los estados que estan etiquetados con .

La complejidad de este algoritmo es O(f -V - (V 4+ E)), donde f es el nimero de conectivos en
la férmula, V' es el numero de estados y E es el numero de transiciones; el algoritmo es lineal en
el tamano de la féormula y cuadratico en el tamano del modelo.

Manejando EG directamente En lugar de usar un conjunto adecuado minimo de conectivos,
habria sido posible escribir rutinas similares para los otros conectivos. Esto haria al algoritmo mas
eficiente. No obstante, los conectivos AG y EG requieren un proceder un tanto distinto del que
se tiene para los otros. Aqui esta el procedimiento para lidiar con E Gy directamente:

L] EG@/Jli
e Etiquetamos todos los estados con EG ;.

e Para cualquier estado s que no esté etiquetado con iy, borramos la etiqueta EG)y.

e Repetir hasta que no haya mas cambios: borrar la etiqueta E G de cualquier estado
si ninguno de sus sucesores esta etiquetado con EG ).
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En el procedimiento anterior, etiquetamos todos los estados con la subformula E G, para luego
reducir este conjunto gradualmente, en lugar de construirlo a partir de nada como se hizo en el
caso de E[¢ Uthy]. En realidad no hay diferencia en el resultado final entre el procedimiento para
E G que acabamos de dar y el que se habria hecho al traducir a EG; a =AF —)y.

Para determinar qué estados se etiquetan con A G; podemos seguir un procedimiento similar
al de E G ¢;. Esto, sin embargo, se puede ahorrar si el sistema de transicién es tal que para
cualesquiera dos estados hay una trayectoria que lleva del uno al otro, ya que en esta situacién
basta con verificar que todo estado esta etiquetado con v para etiquetar a todos los estados con
A G1)y. De otro modo, ningtin estado se etiqueta con A G;.

Ejercicios 3.1. Sobre el modelo abajo representado se ejecuté el algoritmo de etiquetamiento para
determinar si la férmula CTL A G (p — AF q) se satisface en el estado inicial sq. Lo primero fue
encontrar una férmula equivalente usando unicamente los operadores AF, EU, EX, L, =y A;
sin embargo, dejaremos a los operadores AG y EG ya que podemos lidiar con ellos directamente
como lo indican los parrafos anteriores. El resultado del pre-procesamiento es: A G (ﬂ(p/\ EG —|q)).
A un lado de los estados estdan las etiquetas que resultan de ejecutar el algoritmo donde ¥ es
—(p A E G —g). Concluimos que todos los estados satisfacen a A G (=(p A E G —q)), por lo que
AG(p — AFq) si se satisface en s.

p P

EG—7 EG—q

2 W

AGY AG1p

S1 S9

EG—q ggﬁﬁ
()
AGy AGy

EG—q

AGy
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