Curso de Algebra (2000) — Facultad de Quimica, UNAM
Ejercicios para la unidad 4 (Polinomios y teoria de ecuaciones)
por Carlos Velarde V.

Este mddulo versa sobre el problema de resolver en € ecuacio-
nes de la forma

nz™ + ap12" 4+ az+a =0, 1)

dados los coeficientes ap,an—1,...,a1,a0€ C.
A la expresién algebraica que aparece en lado izquierdo de (1),

Az + ap 12" L+ -4+ arz +ag, (2)

se le llama polinomio en x con coeficientes en €. Al valor
mayor de k tal que ax # 0 se le llama el grado del polinomio;
en caso de que todos los coeficientes sean cero el grado no se
define, es decir, al polinomio 0 no se le asigna grado alguno.
Asi, si a,, # 0 el polinomio es de grado n —y se dice que (1) es
una ecuacién polinomial de grado n—, 5z*—iz es de grado 4
y 2—i es de grado 0. Vistos como polinomios, a los elementos
de C se les llama polinomios constantes.

Asociada a (2) se define la funcién polinomial f : C — C tal
que

f(@) =anz" +an_12" '+ -+ a1z +ao. (3)

Puesto que el plano € es de dimensién 2, estas funciones no se
pueden graficar en el plano cartesiano en la forma acostumbra-
da para las funciones de R en IR. Sin embargo, representando
por separado al dominio y al codominio de f, es posible obtener
interpretaciones graficas como la siguiente:

1 1
Tlustracién de la manera en que el plano complejo es trans-
formado por la funcién f:C— C, f(z)==".

Si el polinomio es de coeficientes en IR, para cada x € R se ten-
dré que f(z) € R, obteniéndose asi una funcién f|g:IR—-R
gllamada restriccion de f a IR), la que se puede graficar en la
orma usual, como se ilustra a continuacién para la funcién de
la figura anterior. (Abusando de la notacién, se acostumbra

escribir f en vez de f|Rr.)
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Gréfica de las funcién f:R— IR, f(z)=2? la restriccién a
R de la funcién presentada en la figura anterior.

El problema de resolver (1) es equivalente al de encontrar los
valores de z para los que f(x) vale 0, es decir,

a es solucién de (1) +  f(a)=0.

Si f(a) =0, se dice que a es un cero de f, o bien que f se anula

en a. En la siguiente figura se ilustra este concepto:
«
g
s
1 1

El punto a = 1 + 4 es un cero de la funcién g: C — C,
g(x) =2 — 2(1 + i)z + 2i. Es el tnico punto en que g se
anula (ejercicio 1.d). Obsérvese que al restringir g a IR no
se obtiene una funcién de codominio IR.

Consideremos la ecuacién de segundo grado:
(a,b,ceC,a #0).

La conocida férmula usada para resolver la ecuacién cuando
sus coeficientes pertenecen a IR, también sirve si a,b,c € C
y se construye de manera similar, veamos cémo. Primero se
divide entre a y se suma y resta la constante apropiada para
que con los términos en z se forme el cuadrado de un binomio:

foter (B - ()50

con esto, la igualdad se puede reescribir asi:

az’ +bx+c=0,

( b)2:b2—4ac

T+
2a (2a)?

Esta ecuacién es de la forma z? = K, con z = z + b/(2a) y

k= (b?>—4ac)/(2a)?. Sabemos que k tiene dos raices cuadradas,
V£ (la principal) y —/k, como se puede apreciar en la figura:

= b? — dac
(2a)
_ [b® —4dac
/ \/E - (2(1)2

g,

Entonces z =++/k ==£vb? — 4ac/(2a), o sea que = + b/(2a) =
+v/b2 — 4ac/(2a). Despejando a z se obtiene

. —b+ Vb2 - 4dac
o 2a )

{% Para pe C, ,/p denota la rafz cuadrada principal de p (en

general, t/p denota la rafz n-ésima principal de p). De
acuerdo con esto, los niimeros ,/pq y 1/P,/q pueden diferir (na-
da maés) en el signo, es decir, ser uno el inverso aditivo del otro.
Por ejemplo, 1/(—1)(—1) =+/1=1 pero v/—1y/—1=ii=—1.
En todo caso, vb? — 4ac/(2a) es una de las dos raices cuadra-
das de &, porque 1/(2a)? es 2a 6 —2a.
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Ejercicios para la unidad 4 (Polinomios y teoria de ecuaciones)

1. Resuelva las siguientes ecuaciones:

a)z+4z+3=0

b) 2> +4x+4=0

c) 2> +4x+5=0

d) 2> —2(1+i)z+2i=0
e)r?+2x+14+i=0

£) 822 +4(1+i)z+1+(1—-+3)i=0
Solucidn:
a) g =AEVIE-T2 _ 5 _ {:;
b) o= 2EVI6=16 _ 5 (ge multiplicidad dos).
fe
fo
fa

| | | |
=~ S

Grafica de las funciones polinomiales f,, fp, fc : R - R
asociadas a las ecuaciones 1.a,b,c, f,(x) = z? + 4z + 3,
fo(x) =2 +4x+4 y fo(zx) =x>+4z +5.

201 +4) +

d) z = ! — 1+ (de multipl. dos).

4(1+14)? —8i
2

—24 4 A1 +1) _

—1++/—i=
(—1—§)+§i

e) r=

=—1i(—@+@i)= S v
(=1+%2%) = %=,

£) o= g5(-401+4) £ /1601 +4)2 = 32(1 + (1 - V3)i) )

=i(-1-ixJa+2-1)-20+i-V3)) =
=}I(_1—ii —2+2V3i) =
= (-1 +v3)) =

1+ /3)i

1
1
q

(—2+(-1-3)i).

Dados dos ntimeros &1, k2 € C, sin dificultad se puede probar la
siguiente propiedad de la multiplicacién de nimeros complejos:

Kiko =0 & k1 =0V ke=0.
De esta bicondicional se sigue que si pi(z) y p2(z) denotan

respectivos polinomios, entonces

() p2(z) =0 < pi(z) =0V pa(z) =0.

Este resultado da la clave para resolver ecuaciones como la del
lado izquierdo de la bicondicional, resolviendo por separado las
ecuaciones que aparecen en el lado derecho.

2. Resuelva las siguientes ecuaciones:

a) (z2+42+3)(z2 +4z+4) =0

b) (z2 + 4z +4)(2? +47 - 8)(22 + 22+ 1+i) =0
c)(z-2)(z—-0)(z—-(1+i)=0
d) (z-2)*(z—i)*(@ - (1+1)° =0

Soluci6n:
a) Las soluciones son las obtenidas en 1.a y 1.b.
b) Las obtenidas en 1.b, 1.c y 1.e.
c) 2,iyl+i.

d) 2,4y 1+ (de multiplicidad 3, 2 y 5, respectivamente).

Sea P[z] el conjunto de polinomios en z con coeficientes en
C. Las operaciones de suma y multiplicacién de polinomios de
P[z] se efectian en la misma forma que sabemos hacerlo con los
de coeficientes en IR, recurriendo ahora a la aritmética de C,
obteniendo polinomios como resultado. (Ejercicio: pruebe que
P[z] junto con dichas operaciones satisfacen las propiedades de
campo, con excepcion de m4.)

Si p(z) y q(z) son dos polinomios, p(z)+q(z) es 0 é de grado
no mayor al maximo de los grados de los sumandos; ademds, si
los polinomios son distintos de 0, entonces p(x)q(z) es de grado
igual a la suma de los grados de los factores.

3. Efectie las siguientes multiplicaciones, dando el resultado
en la forma asx? + asx® + asz? + a1z + ao:

a) (z — 2i)(z + 2i)(z + 3)(z — (1/2))
b) (z — (2+14))(z — (2 —1))(z+2)(z - (1/3))

a) z* + (5/2)z® + (5/2)z* + 10z — 6.

Como los coeficientes estan en IR, queda definida la fun-
ci6én asociada f:IR— 1R, la que se anula en —3 y 1/2, las
raices en IR del polinomio, lo que se puede apreciar en la

figura:
f
\ -/
-3 1

2

Gréfica de f:R—> R, f(z)=2*4+(5/2)z3+(5/2)z*+102—6.
(La unidad vertical es 1/20 de la horizontal.)

b) z* — (7/3)2® — (7/3)x? + 11z — (10/3).

\\/ \

-2

=

FR-R, f(z)=2*—(7/3)2*—(7/3)z>+11z—(10/3).
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4. Efectie las siguientes multiplicaciones, dando el resultado

en la forma apz™ + ap_12™ ' + -+ a1z + ag:
a) (z+9)(z + )(33—2) (z —8)
b) (z - 1)*(z —)?
&) 26%(@ + D)@ + (1+1))?

Solucién:

a) z° 4+ z* — 8423 + 42? + 880z — 1152.

-9 —4\_//7\/8

f:R-R, f(z)=2"+a* 84234427 4+8802—1152. La gréfica
de f corta al eje horizontal en las raices de multiplicidad non
y es tangente a él en la de multiplicidad par. (La unidad
vertical es 1/1500 de la horizontal.)

b) z°+(=3—2i)z* + (2+6i)z> + (2—6i)2% + (=3 +2i)z+1.

c) 2z°% + (8 + 4i)a® + (8 + 12i)z?* + 8ix®.

Los dos ultimos ejercicios ilustran como se pueden construir
polinomios de grado n efectuando multiplicaciones de la forma

(z —an), (4)

de tal suerte que ag, s, ...,q, son precisamente las raices del

polinomio resultante. Estas no tienen que ser distintas, si una
raiz ocurre m veces, se dice que es de multiplicidad m. A
(4) se le llama forma completamente factorizada del polinomio
obtenido. Inmediatamente surge la pregunta: ;todo polinomio
de grado mayor que cero, de la forma (2), se puede escribir
en la forma (4)? La respuesta es si, y se obtiene a partir del
Teorema Fundamental del Algebra y otros resultados acerca
de la factorizacion de polinomios que presentaremos enseguida.
Siendo asi, el problema de resolver (1) resulta equivalente al de
obtener la forma (4) a partir de (2).

an(z —a1) (r —az)---

Teorema (Algoritmo de la divisién). Sean a(z),b(z) € C, con
b(x) # 0. Entonces existen polinomios tnicos ¢(z) y r(z) tales
que

a(z) = c(z)b(z) +r(2), (5)
en que r(z) es 0 6 de grado menor que el de b(z).

Si a(z) es 0 6 de grado menor al de b(z), resulta evidente que
a(z) = 0b(z)+a(x). En caso contario, el resultado se prueba
por induccidn sobre el grado de a(x) (par una prueba completa
consultar el libro de Marie J. Weiss). De la demostracién se
deriva el siguiente procedimiento para construir el cociente ¢(x)
y el residuo r(z). A la manera del esquema usado para dividir
nimeros enteros, se escriben a(z) como dividendo y b(x) como
divisor y se procede a construir el cociente y el residuo; al
final éstos quedan en la parte superior e inferior del esquema

siguiente, respectivamente:

ci(z) +eaz) + -+ ep(x)

cm(m)b(x)
a(z) — c1(@)b(z) — c2(2)b(2) — - -+ — e (2)b(2)

Cada etapa consiste en construir un término de ¢(z) y una
parte del residuo. En la primera etapa, se forma ¢ (z) de tal
manera que el término de mayor grado en a(x) se cancele en
a(z) — c1(z)b(z). Con este polinomio fungiendo como nuevo
dividendo, el proceso se repite tantas veces como se requiera
para que a(x) — ¢q gx)bsm) —c2(z)b(x) — -+ - — e (x)b(x) sea 0
6 de grado menor al del divisor. Ademés se tendrd que

r(z) = a(z) — c1(2)b(2) — c2(2)b(2) — - = cm(2)b(2) ,
ecuacién equivalente a (5). El siguiente ejemplo ilustra este
algoritmo:

3zt —x? +3
20% 4 22 — 2|627 +32° —22° —7z* +623 +62% +0z —2
627 +3z5 —62*

—27% —ax* +62° +62% +0z —2

—25 gt +2x2
+623 +42% +0x —2
+623 4322 —6
x? +4

Entonces

627 + 32% — 225 — Tzt + 62% + 627 — 2
=(3z* — 2> +3)(22° + 2% —2) + (22 + 4).
En caso de que el residuo sea 0, se tendrd una factorizacién de

a(x):

a(z) = c(z)b(x) .
Considerando el caso particular en que el divisor es £ —a se
obtienen en serie los dos corolarios siguientes:

Teorema (del residuo). El residuo obtenido al dividir p(z)
entre  — « es igual a p(a).

Esto es asi porque el divisor es de grado 1, entonces el residuo
tiene que ser constante, digamos r, y como sabemos que se
cumple la igualdad

p(z) = c(z)(z —a) +r,
al sustituir en ésta @ por x se obtiene p(a) = r.
Teorema (del factor). z — a es factor de p(z) + p(a) =0.

El hecho de que una ecuacién tan simple como 2241 =0 no
tenga soluciones en IR motivéd en gran medida la invencién de
los nimeros complejos, obteniéndose asi soluciones para esa
y otras ecuaciones. El siguiente teorema nos dice que no se
presentard una situacién similar al resolver en € ecuaciones
polinomiales.

Teorema Fundamental del Algebra. Toda ecuacién (1) de
rado n >0 tiene al menos una solucién en C.
En otras palabras, si p(z) € P[z] es de grado positivo, entonces
p(z) tiene al menos una raiz en C.)
Mediante un argumento inductivo apoyado en los dos tltimos
teoremas se obtiene que si (2) es de grado n.>0, entonces tiene
n raices oy, @z, .. .,Q, (no necesariamente distintas) y

AT+ ap 12" 4 Fayztag = an(T—ap) (z—a) - - - (T—ay).
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Ejercicios para la unidad 4 (Polinomios y teoria de ecuaciones)

Las soluciones de ecuaciones polinomiales de grado menor que 5
se pueden obtener a partir de los coeficientes mediante férmulas
algebraicas, sin embargo, en la primera mitad del siglo XIX se
demostré que no existen férmulas similares que den las solu-
ciones de la ecuacién general de grado 5 o mayor. Ante esta
situacién, se desarrollan métodos especiales para ayudar a en-
contrar o aproximar las soluciones. Estos métodos se apoyan
en teoremas como los siguientes, dirigidos a la busqueda de
soluciones de ecuaciones con coeficientes en RR.

Teorema 1. Sea p(z) de coeficientes en Z y (a/b)eQ (a y b
sin factor comin). Entonces

p(a/b) =0 — (a divide a ap) A (b divide a a,,).
Debido a esto, las raices racionales deben buscarse tan solo
en un conjunto finito de elementos de Q. En particular (para

b = 1), las raices enteras sélo deben buscarse en el conjunto de
divisores del término constante.

Teorema 2. Sea p(z) de coeficientes en R y z€ C. Entonces
p(z) =0 & p(z)=0.

Esto nos dice que si encontramos una raiz en C, de gratis
sabremos que Z también es raiz.

Los teoremas siguientes conviene formularlos en términos de
funciones, para facilitar su interpretacién geométrica.

Teorema 3. Sea f : R — IR funcién polinomial de grado
mayor que 0; si sus coeficientes (distintos de 0) son todos del
mismo signo, entonces f no tiene ceros positivos.

Teorema 4. Sea f : R — IR funcién polinomial de grado
impar, entonces se anula en al menos un punto.

fR—=R, f(z)=2°+72"+162>+162°+15z+9. Como
todos los coeficientes son del mismo signo, la gréfica de f no
tiene punto en comin con el lado derecho del eje horizontal.
Ademsgs, por ser f de grado impar, necesariamente corta al
eje horizontal. (La escala vertical es 1/8 de la horizontal.)

Teorema 5. Sea f : R — IR funcién polinomial de grado
mayor que cero. Los ceros de f son los los inversos aditivos de
los ceros de g : R — R, g(z) = f(—x).

f g

-2 1 -1 2

f,g: R >R, con f(z) = —a°—2*+52> +2> -8z +4 y
g(z)=f(—z)=25—2* 523 +22+8x+4. Al reflejar en el eje
vertical cualquiera de las graficas se obtiene la otra.

Para resolver ecuaciones polinomiales de coeficientes en IR,
conviene seguir métodos del tipo siguiente. Recurriendo a teo-
remas como los anteriores, buscar primero entre las posibles
soluciones enteras, después entre las propiamente fraccionarias,

continuar con las irracionales (encontrar éstas es dificil, por lo
general se recurre a métodos de interpolacién para aproximar-
las, basados unos en la continuidad y otros en la diferencia-
bilidad de las funciones polinomiales) y por dltimo buscar las
soluciones propiamente complejas.

Para averiguar si un nimero a es solucién de una ecuacién
polinomial de grado n, digamos p(x) = 0, conviene proceder
dividiendo p(z) entre z — a. Si el residuo resulta 0, por el
Teorema del residuo tendremos que « es solucién de la ecua-
cién, pero ademds habremos obtenido el polinomio p;(z) tal
que p(z) = (x — a)p1(x), por lo que las demds soluciones de la
ecuacion original deberan ser las soluciones de la ecuacién re-
ducida p1(z)=0 de grado n—1. Entonces se procede a resolver
ésta como si fuera el problema original, pero tomando en cuen-
ta informacién acumulada, por ejemplo no revisando de nuevo
posibles soluciones previamente descartadas. Eventualmente
se obtendra una ecuacién de grado 1, de resolucién inmediata.
(Alternativamente, cuando la ecuacién reducida sea de grado
4, 3 6 2, se puede aplicar la respectiva férmula para resolverla.)

Aunque la divisién de un polinomio de la forma (2) entre z—«
puede efectuarse usando el esquema antes presentado, es mejor
organizarla de la siguiente manera.

Sicp 12" 1 4cp_2z™ 2+ 412+ es el cociente (polinomio
de grado n—1) y r el residuo (constante), sabemos que se cumple
la igualdad

Ant™ + Q12" 4 ayr +ag =
(=) (cn12™ '+ cpoz™ 2+ F iz +co) + 7,
o sea, efectuando las operaciones del lado derecho y agrupando,

1
anx™ + ap_ 1™ "+ -+ a1r+ag =

Cn1Z" + (Cpz — Cp_1@)z™ ' +

+ (o — @)z + (r — o) ;

como los coeficientes del lado izquierdo deben ser iguales a los
del lado derecho, se obtienen las siguientes ecuaciones:

Cn—1=0p, Cn—2=0p_1+Cn_10,...,C0=0a1+C10, T=0a9+Cox

Estas igualdades permiten determinar sucesivamente los coefi-
cientes del cociente y el residuo, a partir de los coeficientes de
(2) y a. Este célculo se puede organizar en la forma presentada
a continuacién, conocida como division sintética:

(479 Anp—1 .. aop o
Cpn—1Q 1 Coox
Ch—1 Cn—2 o r

Se comienza, escribiendo los datos a,,ap—1,--,a1,a00 y @ En-
tonces se procede a calcular los elementos del dltimo renglén,
de izquierda a derecha, de la siguiente manera: En la posi-
cién de ¢,—1 se copia ay,; en el segundo renglon de la segunda
columna se forma el producto ¢, 1o y se suma a a,_1, de-
terminandose asi ¢, 2, se repite esta manera de multiplicar y
sumar, hasta completar la dltima columna.

Resuelva las siguientes ecuaciones:

5. 32° — bzt — 8x% — 222 +242 +8 =10
Soluciones posibles en Z: +1, £2, +4, £8.

3 -5 -8 -2 24 8‘1
3 -2 —10 —12 12
3 -2 —10 —-12 12 20 O
3 -5 -8 —2 24 8‘—1
-3 8 0 2 -2
3 -8 0 -2 2 -18 O
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3 =5 -8 -2 24 8 2
6 2 —-12 -28 -8
3 1 6 -14 -4 0 g

Ecuacién reducida: 3z* + 2® — 622 — 14z — 4 = 0.

Soluciones posibles en Z: +1, +2, +£4. Eliminamos 1 y —1 por-
que ya sabemos que no son soluciones de la ecuacién original;
probemos con 2:

31 -6 —-14 —4 2
6 14 16 4
3 7 8 2 0 O

Ecuacién reducida: 3z% + 722 + 8z + 2 = 0.

Por ser de coeficientes no negativos, no tiene soluciones posi-
tivas; esto deja s6lo a —2 como posible solucién entera, ave-
rigliemos si lo es:

3 7 8 2 —2
-6 -2 12
3 1 6 —-10 g

Esto muestra que —2 no es solucién. Pasemos a buscar solu-
ciones en Q — Z; las posibles son +1/3 y +2/3, pero sabemos
que no puede haber soluciones positivas, lo que deja a —1/3 y
—2/3 como posibles soluciones, probemos si la primera lo es:

~1/3

Ecuacién reducida: z2 + 2z +2 = 0.
Siendo de segundo grado, la resolvemos mediante la férmula:

—2++v4-8
r= =

5 —1+4

Hemos encontrado que las soluciones son: 2 (de multiplicidad
dos), —1/3, —1+iy —1—1.

/ | 2

f:R—-R, flz) =3z —2)%z+1/3)(z> + 22z +2). (La
escala vertical es 1/12 de la horizontal.

W=

6. 32* — 723 — 722 4+332-10=0

7. 22 + 723 + 822+ 22 -4=0

8.3z —2® — 62 + 142 -4 =0

9. Factorice completamente 3z° — 5z* — 823 — 222 + 24z + 8.

Solucién: Este polinomio tiene por raices las soluciones de la
ecuacion del ejercicio 5, entonces su forma factorizada es

3@~ 27 (4 3) (2~ (-140) (& — (-1 -4)).

10. Compruebe que —1 + i es solucién de la siguiente ecuacién
y obtenga las demads soluciones.

2° + 20 +32° + 1222 + 220 +20=0.

1 2 3 12 22 20 -1+
—14+7 -2 —-14+1 —-12410¢ —20
1 1+34 1 11+:¢ 10+ 10¢ 0 a
—14+1¢ = —1— i también debe ser solucion:
1 1+4¢ 1 11+4 1041097 —1—1
—1—79 0 —-1—3 —10-—10¢
1 0 1 10 0 O

Las otras soluciones se obtienen como en los ejercicios anterio-
res.




